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Wobece (118) mamy:

skad, mnozac obie strony przez liczb
fnkp('”)“Bnk,(x)|<s+M;dlﬂp>v’ aSwa’ ’ P i

2 i , dostajemy:
2 .

skgd, w granicy, dla p =oo: {a,2" kd I

| f) — Q@) | <e+M, dl a <z <Y, | 2|
co, wobec dowolnokei liczby dodatniej &, dowodzi, zZe Skladniki szeregu

' — Q) | <M dlaa<<zx<<b ‘
. [ Az) — Qo) | << 20 lao| + | as2| 4 | ag2? | + |aged| 4. .
i przeto

Q) = Pyz), da a << 2 <D ‘ ‘ 8g wige, poczynajae od pewnego miejsca, odpowiednio mniejsze od
[gdy? istnieje tylko jeden wielomian stopnia <Cm, dajscy najlepsze przybli- skladnikéw szeregu geometryeznego
zenie dla f(x) w przedziale (a,b)]. \
Ciag wielomianéw P, (.z:) (p=1,2,8,.. ), bedsc w przedziale (a,b) ]z I 2 !3 +
[ 2 | 2 zo ' ey

zbieznym ,ednosta]me do Q(w), jest wiee zbiesnym jedmostajnie do Fj(w),

whrew temu, Ze przy Zadnem naturalnem k nie zachodzi nieréwnoéé (110). . . (
Dowi(;dliémy wiee, 2o cigg wielomianéw P (®) musi zmierzaé w prze- ktdry jest zbiesny dla | 2] <|z]. Woosimy stad, w jednej chwili,

dziale (m, b) jednostajnie do By{x). ze pzereg (1) jest zbiezny bezwzglednie dla |2]| < |z, ¢ b d. o.

Udowodniliémy wige twierdzenio 157. Whniosek. Jedeli seereg polggowy jest rozbietny dia 2= 2, to
jest on tembardziej rozbieény pray wszelkiem 2z, ktdrego modud jest
wighszy od modutu liczby z,.

W samej rzeczy, gdyby szereg (1) byl zbiezny dla pewnej
ROZDZIAY XV. liezby 2,, dla ktérej |2, | > |2,[, to, w mysl tw, 158, musialby on

byé zbieznym dla 2 = z,, whrew zalozemu.

Szeregl potegowe. Zbadamy blizej rézue praypadki, jakie zachodzié mogs co do

zbiesnodei szeregu potggowego. Przedewszystkiem zwrécimy uwage

na dwa przypadki krafcowe:

ty + 0,2 + ag2t + @28 + ... ., (1) 1) Szereg potegowy moze byé zbiezny przy wszelkiem zespo-
lonem 2 (szereg taki nazywamy bezustannic zbieénym, za$ sume jego

nazywamy funkcjq catkowitq, ze wzgledu na pewne analogje z wie-

§ 124. Szeregiem potggowym nazywamy szereg nieskon-
czony.

gdzie ag, ay, a,, ... 8 dane wspblezynniki rzeczywiste lub zespolone,

za8 7 oznacza zmienng zespolo?a,. . , Jomianami calkowitymi): takim jest np. szereg
Twierdzenie 158. Jeteli szereg potegowy jest zbiedny dla

z2==2, 0), to jest on zbietny bezwzglednie dla kaidego 2, ktérego ‘ z 27 2B
o (5 9 g g 14 1 -+ a1 + 5i +

modut jest mniejszy od modudu liczby z,.
Dowéd. Zaléimy, ze szereg potegowy (1) jest zbieiny dla 2| ‘
-danej liczby zespolonej z, == 0, czyli ze szereg W samej rzeczy, kladse }m.= u,, mamy tu wu, =0, dla
ay - a2, + ag2s - ag2B ...
. . “ﬁ{-._ o “.+ 8°+.- 2==0, za§ dla 2= 0 mamy U || ,
jest zbieiny: z zalozenia tego wynika, ze lim a,2j = 0; dla dosta- 4y n1

tecznie wielkich n jest wige danem 2= 0 znajdujemy : u;*‘} =0 i cecha d’Alemberta do-

skad, przy wszelkiem

=00

a2y | < 1, dzi b Coae
wodzi bezustannej zbieinodei naszego szeregu.
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2) Szereg potegowy moze byé zbiezny tylko dla z2=0: takim
jest np. szereg

1o+ 2122 4 2128 4. ..
W samej reczy, kladae ale® =u,, mamy dla 2 £ 0:
Yt (n-+1) zi, skad, przy wezelkiem 2=0 znajdujemy
°,

'n

Jim Y — oo i cecha d’Alemberta dowodzi rozbieznodei naszego

neoo Uy

szeregu dla 2 3= 0. _

Zalézmy teraz, ze dla danego szeregu potegowego (1) nie za-
chodzi zaden z oméwionych przypadkéw krancowych. Istniejs wige
conajmniej jedna liczba zespolona 2 ==0, dla ktérej szereg (1) jest
zbiezny, oraz conajmniej jedna liczba zespolona 2y, dla ktérej szereg
(2) jest rozbiesny. Podzielmy zbiér wezystkich liczb dodatnich na
dwie klasy, zaliczajae do pierwszej klasy kazda liczbe dodatnis,
dla ktérej szereg (1) jest zbiezny, zas do drugiej klasy — kazds,
liczbe dodatnia, dla ktérej szereg (1) jest rozbiezny. Zadna z tych
klas nie jest prézna, gdyz z tw. 158 wynika, ze szereg (1) jest
zbieiny dla kazdej liczby dodatniej <C |2, | oraz rozbiezny dla kaz-
dej liczby dodatniej > |2, |. Powiadam dalej, ze kazda liczba klasy
pierwszej jest mniejsza od kazdej liczby klasy drugiej. W samej
rzeczy, gdyby jaka$ liczba o, klasy pierwszej byla wigksza od
jakiejé liczby o, klasy drugiej (réwnoéé jest oczywiscie wykluczona,
gdy# zadna liczba nie moze naleseé w naszym podziale jednoczesnie
do obu klas), to suzereg potegowy (1) bylby zbieiny dla liezby e,
i rozbiezny dla liczby g, przyczem ‘g, >>.¢;, whrew twierdzeniu
158. Podzial nasz tworzy wige preekrdj (wlagciwy) zbioru liezb do-
datnich i przeto wyznacza pewng liczhe dodatnig B, ktéra jest
jednoezesnie niemniejsza od kazdej liczby klasy pierwszej i nie-
wigkszg od kazdej liczby klasy drugiej.

Powiadam, ze szereg (1) bedzie zbieiny i to bezwzglednie, dla
kazdej liczby zespolonej, ktérej modul jest < R, oraz rozbiezny,
dla kazdej liczby zespolonej, ktérej modul jest > B. W samej
rzeczy zalézmy, Ze |2! < R; obierzmy liczbe dodatniag g, poérednig
migdzy |z| 1 B: wobeec ¢ <C R liczba ¢ bedzie nalezala do klasy
pierwszej i przeto szereg (1) bedzie zbiesny dla liezby ¢: wobec
2| < ¢ oraz w myél tw. 158, bedzie on wige zbiezny benwzglednie
dla liczby 2. Z drugiej strony zalézmy, 2e 'z > [} obierajac liczbg

§ 124, Promien i kolo zbieznogci szeregu potegowego. 247

dodatnig @ posrednia migdzy R i |2|. wrnosimy, wobec ¢ > R, e ¢
nalezy do klasy drugiej i przeto szereg (1) bedzie rozbiezny dla
liezby ¢ i, wobec |2| > ¢ oraz w myél wniosku z tw. 158, bedzie
tembardziej rozbiezny dla liczby .

Dowiedliémy wige, 2e w uwazanym praypadku istnieje liezba
dodatnia R taka, iz szereg potegowy jest zbiesny bezwzglednie dla
l2| < R oraz rozhiezny dla |2| > B.

Loatwo widzieé, ze taka liczba R jest tylko jedna. W samej
rzeczy, gdyby jeszeze liczba dodatnia R, posiadala te wlasnosé, e
szereg (1) jest zbiezny dla |2| < R, i rozhiesny dla |2|> R, i gdy-

by bylo R < R,, to, kladae g=£j2’_,:ﬁl, mieliby$my R<lo| <R,

i, wobee R < |g| szereg (1) bylby rozbiezny dla liczby g, a jedno-
czefnie, wobec | ¢| < B, szereg ten musialby byé zhieiny dla licsby
¢, co niemozliwe. Udowodnilidmy wige

Twierdzenie 159. Jedeli szereg potegowy nie jest bezustannie
zbieany, ani tez zbiegny tylko w punkcie 0, to istniegje dla wwazanego
szeregu jedna i tylko jedna liczba dodatnia R taka, i& seereg ten jest
=biegny (i to bezweglednie) dla kasdej liczby zespolonej, ktdrej modud
jest mniejszy od B oraz rozbiedny dla kaidej licaby zespolomej, kidrej
modut jest wighszy od R.

Licabe te nazywamy promieniem zbiesnosci uwazanego szeregu
potegowego.

Wniosek. Jedeli szereq potggowy jest zhieiny warunkowo dla
liceby eespolonej zy, to liczba R =z, jest promieniem zbiesnoici
uwaganego szeregu.

W samej rzecay, z jedunej strony, w mysl tw, 158, uwazany
szereg jest zbiezny dla 2| <C R, z drugiej za§ strony nie moze byé
zbiezoy dla |z > B. gdyz woéwczas musialby byé zbieiny besz-
wzglednie dla 2, (wobec |2,| = R <|z|), whrew zalozeniu.

O punktach 2, spelniajgcych nieréwnoéé | 2| < R, méwimy, ze
lezg wewngirz kola zbieznodei danego szeregu potegowego; o punk-
tach 2, spelniajacych nieréwnodé |z|> B, méwimy, ze lezs zewngire
kola zbieznosci, wreszeie o punktach 2, spelniajscych réwnoéé
|2| = R, méwimy, ze lezg na obwodzie kola zbieinodei uwazanego
szeregu potggowego, lub poprostu na jego kole zbiednosci.

Jezeli szereg potggowy jest bezustannie zbieiny, to méowimy,
e jego promien zbieznodci jest nieskonczenie wielki (B = oo); je-
seli szereg potgpowy jest zbiezny jedynie w punkeie 0, to méwimy,
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ie jego promieh zhieznodei jest =0. W ten sposéb kaidy szereg
potegowy ma oznaczony promien zbieznofei R, ktory jest liczbg
rzeczywists nieujemna, skonczony lub nieskoniczong, przytem taks,
e dla |z| <R szereg jest zawsze zbieiny, zas dla |2| >R —
zawsze rozbiezny.

Twierdzenie 160 (Cauchyego-Hadamarda). Jedeli pracz

e
R oznaceymy promien zbiegnosci szeregu potegowego 20 a, 2", 2a8 przez
e

A liczbe 4 = lim VTa:,[; to bedzie

7=00

R=«; dla 0 < 4 < oo,

R=o0 dla =0,
wreszcie R =0 dla 1== oo,

Dowéd. Zalézmy, e 0 <<A<Coo. Dla dowodu, ze R ==

N

wystarczy okazaé, e szereg potegowy Za,z" jest zbiezny dla |z| <—}-
oraz rozbiezny dla |z > }, Niech wiee z oznacza dang liczbe ze-

spolong == 0, spelniajaca nieréwnosé |2| < i bedzie zatem A|z|<<1.
Oznaczmy przez a liczbe dodatnig, posrednig miedzy 4|z oraz 1:

Wobee 4 =lim)/Ta,

bedzie wige 4|2 <a <1 skad 1 <IZ_t

bedzie wige ‘7"\5"[< \Zl dla 2>y, co daje w jednej chwili|a,?"

<a
dla n>p, co, wobec a <1, dowodzi zbieinodei (bezwzglednej)
szeregu Sa,2". Szereg ten jest wige zbiesny dla |z | <711. Z dru-

giej strony, jezeli z oznacza liezbg zespolons, spelniajaca nieréwnoéé

1 1
|z[>~z, to mamy 4> —;

(2] skad, wobec 4 = lim VW wynika, Ze

N=m00

L3
dla nieskoficzenie wieln réznych n mamy |/[a,] > i czyli |a,2"|>1,
co dowodzi rozbieinodei szeregu Fa,2": szereg nasz jest wiec roz-

bieiny dla [z] > .

§ 126. Cigglodé sumy szeregu potegowego. 249

Zalozmy teraz, ze A=0, czyli e lim J]a,] = 0: bedzie wiee,

przy wszelkiem 2==0 i wszelkiem dodatniem a<C1, lim ‘/[E: < a

|2
skad, dla 2 > pu: V[Ha,,_l <].—:-1, czyli |a,2"| << a", co dowodzi zbiez-

nodei szeregu Ja,2" przy wazelkiem zespolonem 2. Szereg nasz jest
wige bezustannie zbiezny. czyli B = co.

Zakésmy wresacie, de A ==oo. czyli e lim |/]a,] = oo.
Wynika stad, ze przy kazdem danem zespolonem z==0, dla
nieskonczenie wielu réinych n zachodzi nieréwnosé V'|_a,,—|>l—-1~-l,
2

czyli |a,2"| =1, co dowodzi rozbiesnofei szeregu Ia,2" przy

wazelkiem 2z ==0. Jest wige w uwazanym przypadku R =0,
Twierdzenic nasze udowodniliémy zatem w zupelnodei.
Uwaga. Jezeli istnieje lim

n=moo

a, | . .
‘, to wartodé tej granicy jest
an-{-l

promieniem zbieznodei szeregu potegowegn Ja,z": mamy bowiem.

wowezas, w mysl tw, 95:

G|

tim V|a,|= tim

nmoo

NOOW 'n

lim

=0

an+l

§ 126. Twierdzenie 161. Jeseli R oznacza promien zbieznosci .
danego szerequ polggowego, zas p — dowolng dang liczbe dodatnig
< R, to szereg ten jest zbiesny jednmostajnie i przeto prezedstawia
Funkeje ciagla w zbiorze Z wseystkich liczb zespolonych z, spelnia-
jacych nierdwnosé |2| = p.

Dowé6d. Niech B (> 0) oznacza (skotiezony lub nieskonczenie

~wielki) promien zbieznodci szeregu potegowego a,z", p — liczbe

dodatnia. Uwasany szereg jest wige zbiezny przy wszelkiem zespo-
lonem 2, ktérego modul jest mniejszy od R: polézmy

f(z):a0+a1z—}—a,z’+a,zﬂ+...
— bedzie to wige funkeja zmiennej zespolonej z, oznaczona W zu-
pelnosei dla |2| < R. Oznaczajac przez m(2) reszte szeregu f(2),
bedziemy mieli:

() = a,2" + a, ., 2"
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lecz, dla !2!1=<p mamy
0t < apt!, (k=1,2,3..),

skad w jednej chwili (z uwagi, ze wobec g <l I szereg flp) jest
zbiezny bezwzglednie):

@) <ia, o'+ .y gt +..., da z{=p (2)

Z drugiej strony, wobec zbieznosci bezwzglednej szeregu f(p),
dla liezhy dodatniej ¢ istnieje liczba p taka, iz

a, p e <e dla n>p
W mysl (2) mamy wiec
r(2)y<e dla n>u

przy wszelkiem zespolonem z, spelniajacem nieréwnoéé ;z;=<p, co
dowodzi zbieznodei jednostajnej uwazanego szeregu potegowego dla
jz!=<p. Poniewas za$ skladniki szeregu potegowego sg funkejami
claglemi zmiennej 2, wige suma tego szeregu (jako jednostajnie
zbieznego dla |z|=p) przedstawia (w mysl tw. 147) funkeje ciagla
dla .2'=<p. Twierdzenie 161 udowodniliémy zatem w zupetnosei.

W szezegolnodei, jezeli R =oo, to jako p mozemy w tw. 161
obraé¢ dowolng liczbe dodatniy: funkeja f(2) bedzie wiee eciagls,
(w zbiorze liczb zespolonych) dla kazdej wartodei zmiennej zespo-
lonej 2, czyli, jak sie wyrazamy: w cadej plaszczyinie zmiennes
zespolone;.

Szereg potegowy bezustannie zbiezny przedstawia wiee funkeje
ciagla w calej plaszezyinie zmiennej zespolonej.

Podobniez, w razie kiedy R jest liczbs skofczons, mozemy
jako p obraé dowolng liczbe dodatnia < K: jezeli wige 2z, oznacza
liczbe zespolong taks i |2,! <R, to, obierajac jako g liczbe po-
rednig. migdzy 2, oraz R, wywnioskujemy, w mysl tw. 161, ze
JS(2) jest funkejs ciggla dla punktu z, (w zbiorze liezb zespolonych).
Szereg potegowy przedstawia wige fumkcje cigglq w calem wnglrew
swego kota zbietnosci.

§ 126. Co si¢ tyezy zachowania sig szeregu potggowego na
obwodzie swego kola zhiednosci, to moze ono byé rozmaite:

icm

§ 126. Szereg potegowy na obwodzie kola zbieznofei. 251

1) Szereg potegowy moze byé rozbiezny na calem swem kole
zbieznodei: takim jest np. szereg geometryczny
lt2422t2o8 ..,
ktérego promien zbieznodei jest oczywideie =1.

2) Szereg potegowy moze byé zbieiny na calem swem kole
zbieznodei: takim jest np. szereg

2 2 2
ptatsmt
ktérego promien zbieznosci jest =1 (gdyz dla |z|=1 szereg nasz

jest zbiesny (bezwzglednie), wobec zbiesnosei szeregu 27:?, zad

n

dla [2|>1 szereg nasz jest rozbiezny, poniewas lim%:oo dla

a>1).

8) Szereg potegowy moze byé w pewnych punktach swego
kola zbieznodei zbiesnym, w innych zad rozbieznym: takim jest
np. szereg

g 2t 2 2t

[—gty Tt
(o .promieniu zbieznodei 1), ktéry, jak latwo widzied, jest zbieiny
dla 2==1 i rozbiesny dla z==— 1. Moznaby okazaé, #e punkt
z==-—| jest tu jedynym punktem kola |2|=1, w kiérym szereg

nasz jest rozbiezny.

Szereg potegowy moze by¢ zbieznym dla nieskonczenie wielu punktéw
swoego kola zbieznofei i jednoczeénie rozbieznym dla nieskonezenie wielu punk-
53"
téw tegoz kola. Takim jest np. szereg Ruziewicza it
n=1
‘W samej rzeczy, niech e oznacza dowolny dang liczbe naturalng. Dia
kaZdego pierwinstka # réwnania 25" =1 (a takich pierwiastkéw mamy, w mysl

tw. 76, dokladnie 8™) bedsiemy mieli oczywideie "8 =1 dla n > m i przeto
(wohec rozbiesnodei szeregu harmonicznego) szereg Ruziewieza bedzie rozbieiny.
Natomiast dla kazdego pierwiastka # réwnania 28" = —1 (ktérych jest réw-
niez 8m) bedziemy wieli, jak latwo widzie¢ £78" =(—1)" dla n>m i przeto,

. g 1 "
wobee zhieZnodci pzeregu S(Jl’
dowalnoel liczby naturalnej m wnosimy wige, Ze szereg Ruziewicza jest zbieiny

szereg Ruziewicza bedzie zhiezny. Wobec
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dla njeskoficzenie wieln réznych 2, dla kiéryeh |2|=1, a jednoczeénie roz-
biezny dla nieskoriczenie wielu takich 2.

Istniejs tes szeregi potegowe zbieine w jednym tylko punkeie swego
kola zbiesnodei!). Nie dla kazdego jednak dowolnie danego na kole |#|=1
zbioru liczb zespolonych Z istnieje szereg potegowy, ktéry dla 2] =1 jest
zbiezny w calym zbiorze Z i rozbieiny poza tym zbiorem.

Jak dowiedliémy w koticu § 126, szereg potegowy przedstawia funkeje
ciagla w calem wnetrzu swego kola zbieinodei. Godnem uwagi jest jednak, ze
na obwodzie kola zbieznoci suma szeregu potegowego moze byé funkejg nie-
ciagla. Damy mianowicie preyklad seeregu polggowego, kidry, bedge sbieénym
w kasdym punkcie go kola zbiesnodci, preedsiawia na tem kole funkcjg
nieciqgla ).

Polézmy w tym celu

nt— 1+ 2ni
n*-41

i oznaczmy przez P(g) szereg potegowy, ktory otrzymamy, odrzueajae nawiasy

w. szeregu

Oy ==

(n=1,2,3,..) (3)

2 2
S e, o) o (0 et b ae b e
B " g ) " (4)
. .—{—:" 2, e 22 b @t ) e
czyli szereg
Plz) =o;—‘zﬂ +—;—-zs + a3zt + azet 4 a8 4 274 z— aled 4. ..
nz uy n na n n’ (5)
g e e e e s I
Udowodnimy, Ze szereg (4) jest zbieiny dla || == L.
Ze wzoréw (3; wynika natychmiast, ze '
lon] =1, (n=1,2,8,..] (6)
oraz .
10| = 2 =1,8,3
‘ "‘-V"F-———;'_i l"“"’ ) :"')' (7)
Niech teraz # oznacza liczbe zespolona, spehniajacs warunek
|| =1. {8)

') Zob. mdj odnosny komunikat w Sprawozd. z pos. Tow. Nank. Warsz.
1912, p. 168, albo tez cytowana na str. 314 ksigzke Landau'a, § 16.

%) Rendicontt del Circolo Matematico di Palermo, T. &1 (1916), p. 187.
Zauwazymy, ze jeszecze w r. 1912 p. H. Steinhaus znalazl szereg potegowy,
ktéry, bedac zbieZnym na calem swem kole zbieznoéci, przedstawia na tem kole
funkeje pantachieznie nieciggla (t. j. funkeje, ktéra nie jest ciggla na Zadnym
Inku uwazanego kola). Zob. Sprawozdania z pos. Tow.. Nauk. Warsa, t. VI
{1913), str. 357—367.

icm

§ 126, Szereg potggowy na obwodzie kola zbieznoei. 2b3

Dla a:’: oy moZemy m-ty skladnik u.(¢) szeregu (4 napisaé w postaei:

' B‘"-~ dﬁ”
u,.(z)=§n-z’ ayerey 1
skad, wobec (8) i (6):
|u (z]IS—«————gn! da 2o, |2|=1 9)
" 9n 15 — oy 1 + ny .
Rogréznimy dalej dwa przypadki:
1) # 5= 1. Polédmy
|1 = 26: (10)

bedziemy wige mieli 6> 0. Dla n > —i— bedzie Ynid-1>n > % i przeto, wo-
bee (7):
|1 — o] <6,
co daje, wobee (10}:
Jo — 8| =1 —2) — (1 — )| =[1—e]~|[l—]| >4
zatem

s >4 dan>2, (1)
skad, wobec (9):

an? 2
|1 2) | <-2-:-‘3 dla n> 5,

[
2
co, wobec zbieinosei szeregu S’g"' dowodzi zbieznokei szeregu (4) dla

fe=1
‘6[ == 1, 2 :’: 1.
2) #=1. Wobec (7) i (9) znajdnjemy:

L] 3
1u"(1)|S’-'-—V%'-*'—1, dla n=1,2,8,...,

co, jak latwo widzieé, pocigga 22 sobg zbiefnodé szeregu (4) dla =1
Szereg (4) jest wige zaweze zbieiny dla |g|=1.
Powiadam dalej, 26 i szereg (B) jest zhiezny dla 2] =1. .
Oznaczmy, dla dowodu, przez Fi(e) sume % — 1 pierwszych skladnikéw
szeregu (D). Niech % oznacza dany wskaznik > 1t przy pewnem naturalnem 7
(zaleznem od k) bedziey mieli:
gn << J < 2+ (12)

i przeto, oznaczajge przez S (%), sume # pierwszych skladpikéw szeregu (4), be-

dziemy mogli napisaé:

Pule) = Sl b P (P e )

skagd: » ) ot
nd g a, VT k1 ph=2"1 — g b
Py (#) — Su—i(2) = 2",, . pop—— , dla 2z :}; Oiny
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zatem, wobec (6) i (8):
2n?

| Pe(e) — Sumale) | << o ota|

cdla ez |2|=1 (18)

Niech bedzie 2 ==1. Oznaczajse przez d liczbe —%-H—z}, bedziemy dla

2 3
4

3t Clk
k>2 mieli, wobec (12): 2*+1 > 2

2
, zatem m > 5 wobec (11), po-

cigga za sobg nieréwnosé

|2 —a,| >d;
wzér (13) daje wiec:
ops —2‘+1
Pale) — Su-1(0)| < 0 dla k> 2° (14)

Lecz, wobec (12), n wzrasta nieograniczenie wraz z k: nieréwnodé (14)
dowodzi wiee, wobec zbieZnofci szeregu (4) [a wiec i ciggu Sa-1(¢)], e ciag
Pi(2) (k=1,2,...) jest zbiezny.

Dla 2 =1 nieréwnoéé (13) daje, wobec (7):

(B) — Sty < 2 PET,

skad, wobec zbieinosci szeregu (4), znowu wnosimy o zbieznodei ciggu Py (1)
(k=1,2,3..).

Udowodniliémy wiee, ze cigg Pe(e)(k=1,2,8,...), a wiec teZ i szereg
(B), jest zawsze zbiezny dla |2|=1.

Powiadam, ze funkcja P(g) nie jest ograniczong dla || =1.

W samej rzeczy niech k oznacza dowolna dang liczbe naturalng: obli-
czymy P(x). Wystarezy w tym celu oczywicie obliczyé sume szeregu (4) dla
Z2=0,

Wobec (3) znajdujemy w jednej chwili dla naturalnych % i n:

2k —n]
o — o | = 2]
Voo + 1)t 0
skad
2
|‘z —-“»'2—:—’___'—___:_, dl k,
' FFoery T
zatem, wobec (9) (z uwagi, Ze, wobec (8), | |=1):
P me | S VEFD@ T, densF,
co daje:
| k=1 o Y]
] I e
Zu (ex) 214,.(«;.) <VwFE 12 al (e (18)
n=l nak4-1 nom]
Polézmy :

g"”’yh;q‘—l=!1

§ 126, Szereg potegowy na ohwodzie kola zbieznofei. 255

(bedzie to oczywibeie liczha dodatnia, skonczona) wobec (16) bedziemy mieli,
jak latwo widzieé: '

| Plow) — wnfon) | < 4 VT < 4k + 1), (16)
7 drugiej strony, mamy oczywiscie

e (o) = k“a%"+l~1,
zatem, wobec (6):
[ o (i) | = To? an
Wobec (16) i (17) daja:

| Ploa) | = | o {own)—[ten (o) — Plewe)] | == [aor(o) | — | s (o) — Plow) | > ket — Ak 41,
czyli:
| Plok) | > kb* — A(k~-1). (18)
Wobee (18) znajdujemy natychmiast (z uwagi, Ze 4 nie zaley od n):

lim | Poy)| = =,
k=00

natomiast, w my#Al (6) i (7) mamy:

|l =1k=12,...), oraz lima.=1.
kwoQ

Wynika stad natychmiast, Ze funkeja P(e) jest na kole |z{==1 nieciggla
dla punktu g=1 (oraz, Ze nie jest ograniczong na kole |2|=1). Kolo |2|=1
jest tu oczywidcie kolem zbieznokei szeregu (8), gdy% inaczej, w mysl tw. 161,
szereg tem przedstawialby funkcje ciggly na uwaZanem kole, whbrew temu cze-
gobmy przed chwily dowiedli.

Dowiedliémy wice, Ze seereg potegowy, kidry jest zbieény na calem
swem kole sbiesnosci, mose na tem kole preedstawial funkcje miecigyly.

Ze wzoru (17) wynika natychmiast, Ze szereg (4), a wiec, tembardziej
szereg (B), jest zbieny nisjednostajnie na kole |z|=1. Mamy wiec przyklad
gzeregn potegowego, zbieznego mna calem swem kole zhieznodei, ale niejedno-
stajnie. (Moznaby te# stad z fatwobeia wywnioskowaé, Ze szereg (B) jest zbiezny
niejednostajnie dla 2| < 1).

Zauwaiymy te?, Ze istnieje szersg potegowy, sbieiny na calem swem
kole zbieznobei, ale migjednostajnie, ktérego suma atoli jest na tem kole funkeja
ciggly ")

Powiadam wreszcie, 36 szereg (B) jest dla || =1 zbieiny tylko warun-
kowo. W samej rzeczy, biorage moduly skladnikéw szeregu (5) i aczac je
w grupy, odpowiadajgce skladnikom szeregu (#), otrzymamy, jak latwo widzieé,
jako sume moduléw # tej grupy liczhe n%, skad wynika, e dla |2]|=1 szereg
moduléw kolejnych skladnikéw szeregu (B) jest zawsze rozbiezny. Widzimy
wige, 2o szereg polegowy mose byé ghiesny na calem swem kole gbiednodci,
ale tylko warunkowo.

1) Przyklad takiego szeregu podal w r. 1917 L. Fejér w pracy, oglo-
szonej w Sprawozdaniach Akademji Bawarskiej z tegoz roku, str. 38.
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(Fatwo widzied, ze szereg potegowy, ktory jest zbiezny bezwzglednie
w pewnym punkeie swego kola zbieinofei, jest na calem tem kole zbieiny jed-
nostajnie i przedstawia na niem funkecje ciggla).

§ 1268, Co do charaktern zbieZnofei szeregu potggowego na obwodzie
swego kola zbieznodci, to okaZemy jeszeze, Ze isimniejq seeregi potegore, klire
sq dla |2 =1 zbiesne jednostajnie, ale nie besraglodnie,

W r 1913 ndowodnil Hardy, Ze szeregiem takim jest szereg

Y-
2"
Togn 7
n=f
dowéd Hardy'ego jest jednak nieelementarny!). Wezefniej nieco znalazl po-
dobny szereg p. H. Steinhaus, ale oglosit go dopiero w r. 1918%). P. Stein-
haus udowodnil misnowicie, 26 szereg

logn

‘ l— 1) log 2

nlogn

n
¥

+

nuxd

podany jeszeze w r. 1885 pizez Pringsheima, jako przyklad szeregu zbiei-
nego warunkowo na calem swem kole zbieznodci?), jest na calem tem kole
zbiesny jednostajnie.
Bardziej jeszcze elementarny przyklad szeregu o zydanej wlasnokei otrzy-
maé moina w sposéb nastepujscy 4).
Weimy pod uwage szereg
o0
(— 1)" 1 n—1 n—1 "_q
Ple)= z gy @ e, (a)
n=l
czyli szereg

2

2 e gy e — gl et
Opuszezajae nawiasy, otrzymamy z szeregu tego szereg. potegowy
-4
Ge=5 - F-Ftmtatatata— (k)

ktéry jest na calem swem kole zbieZnodei zbieiny jednostajnie, ale nie hez-
wzglednie.

1) Por. E. Landau, Darstelluny und Begriindung eimiger neueror
Ergebnisse der Funktionentheorie. Berlin 1916, p. 61. Inny przyklad szeregu
o zgdanej wlasnodcei dat L. Fejér w Siteungsber. d Bayerischen Akademie
d. Wiss. 1017, p. 49.

?) Biuletyn Akademji Krakowskiej, czerwiec 1918,

%) Mathematische Annalen 25, p. 424.

‘) Prace matematyczno-fizyczne t. 29, p. 263,

icm

§ 126, Suzereg potegowy na obwodzie kola zbienodei. 267

Dia dowodu okazemy przedewszystkiem, Ze szereg (a) jest zbiezny jedno-
stajnie dla |#]==1.

Oznaczmy przez Pu(2) sume n pierwszych skladnikéw szeregu (a). Dla
#==1 szereg (a) staje sie szeregiem

3
__‘1)71—-1
P= F=g
nw]
o skladonikach naprzemian dodatnich i ujemnych, malejgeych bezwzglednie;
mamy zatem:

L__

Dla, z_—_l: 1 moZemy napisaé:
q
_ 'l\_ 1)»—] 51" _,zn"“l
Py(#) — Py(2) = 2 S S

nemp-1
skgd, z uwagi Ze wobec || =1, mamy |&" »—-z"‘_1|__<__2.

1122"n<|2—-1|(p+1)2 2"<2" p+1) le—1]"

e pefel

| Py(g) — Pple) |S

Stad, w jednej chwili:

N

1
B = B0 < dla le— 1[5 lel=1, a>p @

Zalozmy teraz, ze |e—1] < él;, #==1. Istnieje wowezas liczba natu-
ralna & >p (zalezna od &), taka iz

2k+1 <le—1 | < 9E" (a)
ToZsamofé
g —1=(2—1)(em1 424 ... F2+1)
daje dla | # | ==L:
[em—1|<<m|e—1].
Kladge kolejno m =21, 2n-14-1,.
rétnic ot —1 #"TH 1, z‘"“l — 1 jest bezwzglgdnie mniejsza od
2" | —1|, skad w jednej chwili:
| e +zﬁ“—1+1 R e IR L S
Mamy zatem, dla ¢ < %1, wobee (e):

, 2"—1, wnosimy stad, Ze kaida z 21

2 t%f<zn~-‘+z'""+l+.-.+z="-1-2~-’) =

71 v g1

q
—yg‘lu—llz__”
= 2 "‘“2*(p+122 ) +

e pefed

Py () —Fple)—(Pu(1)—Bp(1))] =
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skad, wobec (c):
b5
IPu/\‘)_sz)|<2—(5jF1’)adlﬂp<qsk+1~ )
Stad, w szezegdlnodel, dla g=k-1:
5
| Pk+1 (z)‘_-l"p(ﬂ) | < f(pﬁ)' (g)
Zastgpujac we wzorze (d) p przez 41, moZemy, wobec (), napisaé,
z uwagi, Ze k=>p:
| Pyle)— Pk+1(21|<"" T dla ¢ >k 1,
co, wobee (g), daje:
. 5]
| Bole) = By(e | < gy dla <0y g>k+1. (b)

Wzory (f) i (b) dowodzg, Ze, w kazdym razie, w uwaianym przypadku

zachodzi nierdwnoséd

(o<ie-11<gz
B — Byl | <5p, A 4> (i

Lecz, wobec (d), nieréwnoéé (j) zachodzi réwnies dla | &—1 125‘;,

jakotez, wobec (¢), dla #==1; nieréwno&é (j) zachodzi wige zawsze dla | 2 | =1,
co dowodzi jednostajnej zbieznofci szeregu {a) na kole |2 | =1.

Niech teraz m ‘oznacza dowolny dany wakafnik > 1. Oznaczmy przez
km najwigksza liczbe naturalng, spelniajgeg niexdwnobd 2¥ << m; bedzie wige

Pem < < PemH1
i przeto, oznaczajse przez Qu(e) sume m pierwszych skladnikéw szeregu (b),

bedziemy mieli:

)+ g e R e,

=1 mamy

Qm(z)—'-[)k
skad, z uwagi, ze dla | 2|
[ e en | < m 12" 2

znajdujemy:

H_gtn — ot

1
| Qm (5)““Pk,,(z) | < ml‘)'
co, z uwagi, 2o k. warasta nieograniczenie wraz z m, oraz Ze cigg Pi (%)
(m=1,2,8,...) jest dla | 2| ==1 zbiezny jednostajnie, dowodzi jednostajnej
zbieznofei ciggu @m (2), a wiee i szeregn Q(2) dla | e | =1.
Z drugiej strony, szereg (b) nie jest dla 2==1 zbieny bozwzglednie,
gdyz, taezge odpowiednio w grupy jego skladniki, otrzymujemy z niego szereg

icm

 § 127. Twierdzenie Abela. : 259

(a), ktéry jest dla z—-l zbieiny warunkowo (wynika stgd zarazem, Ze kolo
{#] =1 jest kolem zbietnofei badanego szeregu potegowego).
Whazystkie igdane wlasnosci szeregu (b) zostaly wige udowodnione.

§ 127. Twierdzenie 162 (Abela). Jeseli s2ereg potegowy

f(@) = a + 4y + ay2® 4 a2 4. 19)
jest zbiedny dla x =1 (chobby tylko warunkowo), to w calym prze-'
deiale (0,1) jest on zbiegny jednostajnie i przeto preedstawia w tym
preedziale funkeje ciggla.

Dowéd. Jak zakladamy, szereg
) =a+a+a+a+...
jost zbiezny; oznaczmy przez s, sumg # pierwszych jego skladni
kéw i poléimy

T,”—ff(l)—-?,‘,, (”=1,2,3,...);

bedzie wige:

limr,=0 (20)
oraz (wobec 8,.; — 8, =a,): o ' '
et =0, (n=1,2,3,..) (1)
Szereg
Q@) = 1@ - raga ™ ey gt - (22) -

jest oczywidcie (przy wszelkiem naturalnem n) zbiezny dla 0<# <1,
gdyz dla dostatecznie wielkich & mamy, wobee (20), stale [r,|<<1 .
i przeto skladniki szeregu (22) ss, poczynajac od pewnego miejsca,
bezwzglednie mniejsze od skladnikéw szeregu geometrycznego
zhieinego.

Niech & oznacza dowolna, dang liczbe - dodatnis. Wobec (20)
istnieje dla liczhy & takie g, iz

Ul <e dak>p, ’ @)
skad, wobec (22), dla > p (pray 0 <z <1):

ex® £

|@@)| <ea et feai ot =y o<y
i przeto: ‘ . ‘ S .
| (l—2) Q.(@) | <& dla n>p, 0 <<z <1 - (24)
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Wobec zbieznodei szeregu (22). dla 0 << 2 <1, znajdujemy:
(1— 2) Qu@) = 0u(2) — 2Qu(8) = rupaa” — 1o -
+ +aw"+1 — 7, +gx"+2 + ... =raz — (r, - Frg) B —
(rn-l-l - -|-2)x e (7'"+2 —_ r,,+,)a:"“ ey
skad, wobec (21):

(1 — ) Q,,(a:) =ra —a,x" — a,,_,_lx'Jf‘ — Qg
co daje: : C

a,z" -|—a+,a:+ —-I—-a,,_,_zrz:'“‘r +
skad, wobee (23) i (24): _
20y 2 Ay | < 26, dla 0> p. (26)

Nieréwnosé ' tg wyprowadzlhsmy, zakladanc e 0<x<l:
~jest ona jednak prawdziwg i dla 2=1, w mydl (23) (gdyz dla
xz=1 lewa strona nieréwnosci (25) staje. sig liczhy |r,|). Nieréw-
noké (25) jest wige prawdziwg dla 0<<x<{1, co dowodzi, e szereg
(19) jest w calym przedziale (0,1) zbiesny Jednostajnle e. b d. o
Udowodniliémy wige twierdzenie 162.
Whiosek. Jezeli seereg potegowy

f(@)=ao4 a;24-ay22 4 ag2® ... T (26)
jest zbieiny dla punkiu z==2,=0, to jest on zbiectny jednostajnie
(¢ przeto przedstawia funkcje ciggla) w calym zbiorze Z wszysthich
liczb zespolonych postaci zyx, gdzie 0 Sz <<1. .

Dowéd. W myél zalozenia naszego zbieznym jest szereg

fleo) =ty + arz -tz -ty A-..
Polétmy

F(z)= (zox) =a,+ a;zox +ayixi ...

— bedzie to szereg potegowy wagledem z, zbiesny dla x=1, a wige,

w mysl tw. 162, zbieiny jednostajnie w calym przedziale OSxSI

* co dowodzi zbieznosei jednostajnej szeregu (26) dla wszystklch llozb
zespolonych postaci zy7, gdzie 0 <z <1, ¢, b. d: o

=12 = (l—2)Q,(z), dla 0=<<x<1,

Z twierdzenia 162 wynika natychmiast
Twierdzenie 1620, Jedeli

“o‘.'l' ay +aa+a;+ s =0,

.

icm
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20 dla kasdej Uiceby dodatniej & istnieje takie 6 >0, ig
|ty t ot axr4, .| <s dla 1 —6<a<<l
Zavwazymy, Ze twierdzenie to nie daje si¢ odwréeié. Np. dla szeregu
flo)=g —atar—a—..,
ktory jesf zbieiny dla | 2 | <1 mamy :
| f@) | =
i przeto (przy 0 <e<1):
[f@) | <edlal—ele<1,

2(1+a:) -z, dla 02 <1,

natomiast szereg

)y =g —14+1—1+4...

jest rozbiedny.

Istniejg tez szeregl potegowe, ktéryeh suma jest dla | 2 | <1 stale bez-
waglednie =<1, a jednak rozbieine dla £=1, i to w ten sposdb, Ze sumy
czgstkowe nie sg ograniczone?). .

Przy pewnych atoli warunkach twierdzenie 162* daje sie odwréeié: np.
przy zaloZeniu, Ze zni naq =0. Zachodzi mianowicie nastepujgce

Twierdzenie 163 (Taubexra). Jeseli

limna, =0 27)
BwmO0
{co oezywilcie pocigga za soby zbieinodé szeregu potegowego
fl&)=a,+ag-tae-... (28)
dla | 2| < 1) 1, jesels
lim f(1 ~L) o, (29)
=00
Zo mamy
a(l+a'1+a‘2+a‘a+'-'=0* (30)
Dow6d. Wobee (27) mamy lim n | @ | =0, skad, w my$l tw. 110:
timt ¥k |al=0. 1)
umoo M

k=l

Wobec (27), (31) i (29) istnieje dia liczby dodatniej & takie p iz
Ela | <e dak>p (32)

‘%21.—.1@,.|<e dla n>p (33)
kel

1) Zob, E. Landan, 1 ¢ § 3.
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oraz .
1
{f(i»—;)‘(a dla 1> K, (84)
Polézmy
ata+...Fa=s8 n=012..) (8B)
Wobec (35) i (28) mozemy napisaé, dla >0, 0 Tw < 1:
ow — flar) = 20«* (1 — o) — Za,wh,
k=1 k=n-f1
zatem, wobee 1—at = (1—&)(1 4+ ...+ o) < (1—a)k (dla 0 <Caw<l):’
o —fla) | <(—2) ko |+ I | ot (86}
k=1 kean-ft

Lecz, wobec (82) mamy, dla n> u, 0 <w<1:
o0 ©0 oo o0
2|ahlw"=2klm|§kfsazﬁ<i b = %
knd-l ka1 kezne}-l " " *=0 w1 —2)
skad, wobec (33) i (36):

[ sn —fl@) | <na1—w)a+m};), dan>p 0o,

zatem, dla &z =1 —-—1-:
n

1
]snr—f(lmv-L)I <2 dla n>pu,
skad, wobee (34):
| 8n | < 35, dla n> u,

¢o, wobec (3b), dowodzi wzoru (30).
Udowodniliémy wiec twierdzenie 163,

§ 128. Twierdzenle 164. Jeeli, oanaceajge prees f(2) seereq
potegowy

@) =0+ az+ a4 ..., (37)

mamy dla ciggu nieskonczonego 2, liczb réznych od 2era i emierza-

mcych. Vdo zera stale flz,)=0(n=1,2,8,...), to wseysthic wspdl-
ceznniki szeregu potegowego f(2) sq réwne zeru.

~ Dowéd. Zalé.im‘y, e warunki naszego twierdzenia sy spel-

nione (skad oczywiscie wynika, ze promien zbiesnodci szeregu (37)

icm

§ 129. Pochodna szeregu potegowego. 263

jest dodatni). Zalézmy dalej, 4e nie wszystkie wspélezynniki sze-
regu (37) s réwne zeru i niech a, (gdzie k jest jedng z liezb
0,1,2,...) oznacza pierwszy jego wsp&lezynnik réiny od zera.
Mozemy wige napisaé :

f(2)= ah+ 0y 2T gttt =0,(n=1,2,3...) (38
skad, dzielge przez 2 == 0;

@+ a2, - O+ =0 (n= 1,2,38,..) (39)

Poléimy
P(2) = a4y + Tppa? + By + ... (40)
— bedzie to szereg potegowy, zbiezny, jak latwo widzieé, w tem
samem kole zbiesnoei co i szereg (87) [gdyz stale ¢p(z)=%fl’

dla z=f0], a wige przedstawiajscy Wwewnatrz tego kola funkeje
ciagls (§ 125). Stad, wobec zalozenia lim 2, =0, wnosimy, e

N=-od

lim @(2,) = @(0), czyli, wobec (40): lim @(2,) = a,. Z drugiej zad

strony, wobec (40) i (39) mamy stale @(2,) =0 (r=1,2,3,.. )
i przeto lim @(2,) =0. Jest wigc a, =0, whrew definicji a,.

Udowodniliémy wige twierdzenie 163.

7 dowiedzienego twierdzenia otrzymujemy natychmiastowy

Wniosek: Jeseli dwa szeregi potggowe majg odpowiednio réwne
wartodei dla ciggu nieskoficzonego liczb roénych od zera i zmierzajg-
cych do zera, to odpowiednie wspdlozynniki sq w obu szeregach réwne.

Wystarczy bowiem réinice uwazanych szeregéw przedstawié
jako szereg potegowy i zastosowaé tw. 163.

Wynika stad tez natychmiast, ze zadna funkeja zmiennej ze-
spolonej nie moze dawaé w kole o dodstnim promieniu zbietnoei
dwéch réznyeh rozwinigé na szereg potegowy.

Podobniez zadoa funkeja zmiennej rzeczywistej nie moze przy
dodatniem B dawaé w przedziale (— R, R) dwéch réznych rozwi-
nie¢ na szereg potegowy.

§ 129. Pochodna szeregu potggowego.
Niech
f(z)=ao+a;z+a,z’+aﬁz“+.,. {41)

bedzie dany szereg potegowy, R=E0 — jego promied zbieanosel
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(skonezony lub nieskofczony), zaé 2, niech oznacza liczbe zespolong
taks iz | 2, | < R.
Obierzmy liczbe dodatma p podrednig miedzy | 2, | 1 R.
Polézmy p,=| 2, | : szeregi f(p) oraz f(p,) beda, wobec
po<p <R oba zbiezne bezwzglednie; zbiesnym bezwzglednie be-
dzie tez szereg '

. s 00 ok o0
f_____(pg _fp ff’o) L e
kel kel

i przeto szereg

Dl al @+ 0+ b )

k]
bedzie zbiezny.
Polézmy
@) =a, (2" 272 4. A7) (B=1,2,8,...) (48)
dla | 2 | <p bedzie oczywiscie
9= o] (0 o0 ), (B=1,2,3,..)

i przeto skladniki szeregu nieskoniczonego

F(2) = ¢y(2) + @a(2) + @s(2) + . .. (44)
beda (dla |2| < p) odpowiednio mniejsze bezwzglednie od skladni-
kéw szeregu (42) i praeto szereg (44) bedzie zbiesuy jednostajnie
dla |2{<p. Z uwagi, e skladniki g,(2) szeregu (44) sy (jako
wielomiany calkowite wzgledem z) funkcjami cigglomi zmiennej z,
wnosimy wige. (w myél tw. 147), ze F(2) jest funkejs ciagly dla
|2| =< p. Wynika stad, wobec |2, | << p, ze dla kazdej danej liczby
dodatniej & istnieje liczba dodatnia 4, taka iz nieréwnogé

|2 —2,| <6 (45)
pociaga za sobg nierdwnosei 2] <p< R, oraz:

|Fi2) — Flzg) | < e. (46)
Lecz, w mysl (44):

oo

Fla)= Y pifz)

kw1
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(przyczem zbieznodé wypisanego szeregu wynika z uwagi, ze |z, <<p),
zad, w mysl (42):

Pu(20) = ka,2g™:
Jest wiec

F(z,) :2 kaet A7
kax]
Z drugiej strony, dla [2|<C R zbiestnym jest szereg (41), i dla
|2| < R, 2=f 2, mamy:
S@) — Flz) =Y, =2

b)

&2 oy Z—2
skad, z uwagi, %e wobec (43)
o 2
o = 2 A7) = 000,
znajdujemy, w myél (44):
1@ —f &) _ W o — Fra,
= é'%(z)-—l"(z)- -

Nieréwnosé (46) daje, wobee (47) i (48), dla 0<C|z—z2,|<4:

L&) = 1z0) ka2t | <e : (49)
Dowiedliémy wige, #e dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje
liczba dodatnia 6 taka, iz nieréwnosé (4b) pocisga za sobg nie-
réwnodé (49).
Jezeli dla danej funkeji zmiennej zespolonej f(2), danego
punktu z, i danej liczby A istnieje przy wszelkiem dodatniem e
odpowiednie dodatnie d, takie iz nieréwnosé

0<]z—2| <6

pociaga za sobg nieréwnosé

) —FE) _ 4| <,

2 — 2
to méwimy, #e funkeja f(z) posiada dla punktu 2, pochodng
File) = A.


pem


266 Rozdzial XV. Szeregi potegowe.

Wobec tego otrzymany wyzej wynik mozemy wypowiedzied,

méwige, ze funkeja f(2) posiada dla punktu 2z, pochodng

fleo) = Y kanal™. (60)

kel

Dowiedlismy wige, ze dla kazdego punktu 2, leigcego wew-
natrz kola zbieznodei danego szeregu potegowego (41), istnieje po-
chodna, okreslona wzorem (50).

Szereg potegowy

)
D kas =0, + 202+ 20521+ .

kel

nazywamy szeregiem pochodnym dla szeregu (40). Dowiedliémy wigc
zarazem, %e szereg pochodny jest zbiesny w calem wnetrzu kola
zbieznodei danego szeregu potegowego i przedstawia pochodng tego
ostatniego. ! T

Z drugiej strony latwo widzieé, ze szereg pochodny jest roz-
bieiny w kazdym punkeie, w ktérym rozbiezny jest dany sazereg

potggowy. Jezeli howiem szereg 5 kay2}™' jest zbieiny, to zbieznym
s ) k=1 ; ‘

o0 oo
jest tez szereg IJu, = 3 ka,2f i przeto, w myé tw. 104, zbieznym
k=1 k=1 '

. o oZu, = Coa
jest szereg 3 —" = Sq,2t, co dowodzi zbieznosei danego szeregu
kel k=]

potegowego w kazdym purkeie, w ktérym zbieznym jest jego sze-
© reg pochodny. ’ : '

Szereg pochodny ma wige ten sam promieh zbieznoei co
1 szereg dany. Mozemy wige wypowiedzied nastepujgce

Twierdzenie 165." Szereg pochodny kaddego danego seeregu
poiegowego posiada to samo ‘kodo zbieinosci co i damy szereg i wew-
ugirz nmiego przedstawia wszedzie pochodna szerequ danego.

W szczegélnosei, szereg pochodny szeregu potegowego bex-

ustannie zbieznego jest bezustannie zbiezny.

Co sig tyesy zachowania sie szerégu pochodnego na samem kole zhied~
noéci, w poréwnaniu z zachowaniem si¢ na tem kole szeregu danego, to z jod-
nej strony, jak dowiedliémy, szereg pochodny jest rozbiezny w kazdym punkeie,
W ktérym rozbieinym jest dany szereg: potegowy; z drugiej jednak strony Bzereg
pochodny moze byé rozbieiny i w punktach, w ktdrych zbieinym jest szereg:

icm
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a'l

L]
dany: np. szereg notegowy E] pr
i

jost zbiezny dla #==1, za4 szereg pochodny

00 gt . -1
}4'1'--;;“ jest dla 2=1 rozbiesny; podobnies, szereg 271; jest (w my$l tw. 104)
-

N

o0
ghiedny dla | 2| =1, z:{: 1, zaé szereg pochodny 21 21 jest dla |2 | =1

stale rozbiezny.

Niech :
f(2) = ag + a,2 + ay2® -+ age® . .. (51)
oznacza dany szereg potegowy, R — jego promieh zbiesnofci.
W myél tw. 165, jego szereg pochodny
J'@=1.0+2.a524 3. 052" 4. a,2* ... (62)

bedzic posiadal to samo kolo zbiezuodei co i szereg (B1), przedsta-
wiajac wewnatrz niego wszgdzie pochodns funkeji. /(2). W mysl
tegos tw. 16D szereg

f"()=1.2ay 4 2.8ay2 + 3.4a,6* |4 .Bage? +..., (63)

pochodny dla sgzeregu (62), bedzie przedstawial wewnatrz kola
o promieniu B pochodng funkeji f*(2). Funkejg /”’(2), czyli pochodna
pochodnej funkeji f(2), nazywamy drugg pochodng funkeji f(z), albo
j€j pochodng drugiego regdu. Podobniez szereg pochodny dla szeregu
(53), czyli szereg

f"(2) =1.2.8a5+ 2.8.4a2 4 8.4.bazz* ...

wyznacza wewnstrz kola o promieniu R funkeje f"’(2), bedses po-
chodng funkeji 7*(2) i zwang trzecig pochodng funkeji f(2), lub jej
pochodng trzeciego rzedu, it d. Ogélnie, pochodns n-go rzedu
funkeji /() [czyli pochodng funkeji f~1(2)] bedzie (wewnatrz kola
o promienin R):

FO) =1.2...00,2.8...(nF1)a" o} 3.4... (2 4 2ty + ...
o (dla n=1,23...)
Stad, w szezegélnodel, kladge 2 =0, otrzymujemy:
FO)=ay, FO0)=nla, dlan=1,23,...,
co (]aje; ‘ ' _
n=123,...)

H]

o F®(0)
o=/ (0), a,= Z:’,;{"
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i przeto, w mysl (61) (dla 2| << R):

7 4 "y
7@ =)+ o 4 L L0y
Jest to t. zw. wedr Maclaurin’a. Udowodnilismy wige

Twierdzenie 166. Jedeli funkeja f(2) roewija si¢ dla |2|<<E
na seereg potegowy, to uwabana funkcja posiada dla |z| << R po-
chodne kobdego rzedu, a rozwinigciem jej na szereq potegowy  jest
szereg Maclaurina.

Zauwaiymy, #e twierdzenia niniejszego paragrafu pozostang
w mocy (bez zmiany dowoddéw), jeseli je ograniczymy do zbioru
liczb rzeczywistych: nalezaloby wéwezas tylko koo zbieznodei za-
stapié prrez praedziat (—R, R).

§ 130. Wesmy teraz pod rozwage nieco ogélniejsze szeregi
potegowe, postaci

ttaz—a)taE—artal—a+...,  (64)

gdzie a oraz a, (k=0,1,2,...) s3 dane liczby zespolone. Kladae

2—a=={ (56)
otrzymujemy z szeregu (B4) szereg potegowy
ay + @l + ay 0t 4 agf ... (66)

 Osznaczmy przez B promien zhieznosei szeregu (56): szereg
(56) bedzie wige zhieiny dla |{| <C R oraz rozbiezny dla |{|>> R,
Whnosimy stad natychmiast (wobec (55)), ze szereg (54) bedzie
zbiezny dla wszystkich liczb zespolonych 2, spelniajacych warunok
i2—a: <R, i rosbieiny dla wszystkich liczb zespolonych 2, dla
ktérych 2 — a| > R.
O punktach 2, spelniajgeych odpowiednie warunki: |2 —a|<RB,
‘i¢—a|=2R, |z —a|> R, méwimy, e lesg wewnstrz, na obwo-
dzie, lub zéwnatrz kola o drodku a i promieniu R; przez kolo
0 promieniu R = oo rozumiemy cals plaszcayzne zmiennej zespo-
lonej (t. j. zbidr wszystkich liczb zespolonych ).

Otrzymany przed chwily wynik moZzemy wige. wyrazié jak
nastepuje:

Dla kazdego szeregu potegowego Eak(zma)" istnieje ozna-
Kl

czone w zupelnosei kolo o érodku a, wewnatrz ktérego szereg ten

icm
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jest zbiesny, za§ wewngtrz — rozbiesny : kolo to nazywamy kolem
ubieznosei, zad jego promien B (0 << B << oo) promieniem zbieznosei
uwazanego szeregu,

Niech p oznacza liezbg dodatnis <C B: szereg (56) jest, w mysl
tw. 161, zbieiny jedvostajnie dla | [ | <<p: wynika stad natych-
miast, #e szereg (54) jest zbieiny jednostajnie dla | 2 —a | =p,
skad latwy wniosek, ze przedstawia on wewnatrz swego kola zbiez-
nodei funkeje ciagla.

Jezeli funkejs, zmiennej zespolonej 7(2) jest okreflona w oto-
caenis, punktu zy=a (t. j. przy pewnem dodatniem  dla wszyst-
kich 2, dla ktéryeh |2 — a|<C ), i jezeli w otoczeniu tego punktu
funkeja 7(2) rozwija sig na szereg (64), to méwimy, ze funkeja /(2)
jest w punkeie zy==a holomorficzna. Z tw. 166 wynika, ze szereg
(64) jest wowezas okreslony w zupelnosei.

Niech [ (2 — a) oraz P,(z — a,) beds dwa szeregi potggowe:
pierwszy wedlug poteg 2 — a, drugi wedlug poteg = — a,. Jezeli
kola zbieznodei tych szeregéw (pierwsze o $rodku a, drugie o érodku
a,) posiadaja wapélne punkty wewnetrzne, i jezeli w kazdym z ta-
kich punktéw 2 sumy szeregéw P(z — q) oraz Pj(z2—a,) 54 réwne,
to méwimy, %e szeregi te sg jeden dla drugiego bezposredniem pree-
diudeniem analitycenem.

Jezeli dla szeregdw potegowyeh P(z-—a) oraz P,(z—a,
istnieja, szeregi Pi(z — a,), Pi(z—a,),... Poylz —a,_,), tekie, iz
kazde dwa stojace obok siebie z szeregéw

P, P, P,... Py, P,

88 bezpofredniem przedtuzeniem analitycznem jeden dla drugiego,
to méwimy, ze szeregi P(z— a) oraz P,(¢ — a,) sg preedduieniem
analitycznem jeden drugiego. Jezeli kola zbieznodci szeregbw Pz — o)
oraz P,(2 — a,) maja wspllne punkty wewnetrzne, to sumy tyc}}
szeregdw niekoniecznie s4 w tych punktach réwne (o .ﬂe szeregl
te nie sy jeden dla drugiego bezpoéredniem przedluzeniem anali-
tycznem).

Niech P(z — a) oznacza dany szereg potegowy. Weimy pt}d
rozwage zbiér Z wezystkich punktéw 2z, z ktérych kazdy lezy
wewnatrz kola zbieznodci jednego conajmniej z przedluzel? a-nal'l-
tyoanych szeregu P(e — a). Zbiér Z nazywamy obszarem istnienia
fankeji analitycanej, odpowiadajgcej szeregowi P(z —a). (Ratwo
widzie¢, e zbidr Z sklada sig z samych tylko punktéw wewnetrz-
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nyeh, t j, jezeli jakié punkt z, nalezy do zbiorn Z, to wazystkie
punkty pewnego otoczenia punktu z, réwnies nalezs do Z).

Z drugiej strony, weimy pod rozwage zbiér B wszystkich
przedluzen analitycznych szeregu P(2 — a) (nie wylaezajac samego
szeregu P, ktéry mozemy uwazaé jako wlasne przedlnzenie anali-
tyczne). Z definicji zbiorn Z wynika, se kaidy punkt z tego zbioru
lezy wewnatrz kola zbieznodci jednego conajmniej z szeregéw
zbioru K: oznaczmy, przy danem z, przez E(z) zbiér takich wladnie
szeregéw. Kasdy z szeregéw zbioru KE(2) jest wige w punkcie 2
zbiezny, lecz wartoéei sum tych szeregéw w punkeie 2 mogs byé
rézne. Otéz przyporzadkujmy punktowi z zbidr F(e) wezystkich
wartosei w punkeie 2 sum szeregéw zbioru E(2). W ten sposéb
kazdemu punktowi z zhioru Z bedzie odpowiadal oznaczony w zu-
pelnodci zbiér F(2) wartofei zespolonych, Méwimy, ze przyporzad-
kowanie to wyznacza funkejg analityceng (wielowartosciows) (Weie r-
strags). Jezeli w szezegélnodei, dla kaidego punktu 2 zbioru Z
zbiér F(z) sklada sig z jednej tylko liczby, to mamy do czynienia
z funkejs analityezng jednowartosciows. (Tlodé wartosei funkeji ana-
lityeznej moze sig zmieniad ze zmiang z: mozna jednak dowiedd,
ze jest ona zawsze conajwyzej przeliczalng) ).

Kazdy szereg potegowy P(z — a) wyznacza wige oznaczons,
w zupelnodei funkeje apalityezns (wogble wielowartosciows): obszar
istnienia tej funkeji jest réwniez przez dany szereg wyznaczony
w zupelnosei.

Eatwo widzieé, ze dwa szeregi, bedace jeden dla drugiego
przedluzeniem analityeznem, wyznaczajs zawsze te sama funkeje
analityezng i w tym samym obszarze istnienia. Kaidy z tych sze-
regéw nazywamy elementem uwazanej fankeji analityeznej, Teorja
funkeyj analityeznych stanowi obszerny i wazny dzial analizy, kté-
rym sig zajmiemy w jednym z dalszych toméw niniejszego dziela,

§ 131, Weimy teraz pod rozwage szeregi wedlug ujemnych
poteg 2, czyli szeregi typu

by | by , b
R L TN (®7)
gdzie by, by, by, ... s3°dane wepélezynniki zespolone.

1) Zob. np. K. Borel: Legons sur la théorie des fonetions, Paris 1914, p. 6.

icm
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Z tw. 169 wynika natychmiast, ze dla kazdego danego sze-
vegu (B7) istnieje liezba R’ =0 (skoficzona lub nieskohczona), taka
i szereg ten jest zbieiny (bezwaglednie) dla [2|>> B’ oraz (w razie
R > ) rozbieiny dla |2| <<R’. Wnosimy stad dalej natychmiast,
se dla kazdego danego szeregu

oo
oad=(0tartar+. )+ 25454 8

K0
istniejg takie liczby R i R'(co = R = R’ =0), iz szereg (58) jest
zhiezny (bezwzglednie) dla
B<iz| <R

oraz rozbiezny dla |z|> B, jakotes (w razie B'>0) dla |2| <R
Twierdzenle 167. (Cauchy’ego). Jeteli seereg

1) = 3 a (69)
kme— 00 )
jest abiesny dla
R<|z|<R (60)

(gdzie 0 < R << B < 4 o0), jeeli, dalej r oznacza liczbe, spetnia-

jaeq nierdiwnodei -
’ (61)

R <r<KR
i wresacie, jeseli suma szeregu (89) spetnia dla
l2j=r
stale nierduwnodé
| f2) | = M, (62)
to mamy . L ‘
| | = Mr™, (= O+L£2...) (63)

Dowé6d. Zalézouy, Ze przy pewnem #, spefniajacem nier6w-
nofei (61) suma szeregu (59) speluia dla | z{: r nieréwnosé (62)
i niech n oznacza dany wskahik (iO), za & — dang liczbe

(R

dodatnig. : e
Suereg (69) jest, wobeo (61), jak latwo widzied, zbiezny bez-

wagledoie dla z==r, innemi slowy, sbiesne sg szeregl ;

Lap | 4 @y |7 o |7 Lo ropoe 0
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2 :
Im § 1&1. Nieréwnofel dla wepotezynnikdw szeregu potegowego.

oraz
LEINRLTIENLEY
e ah -k
Dla liczsby dodatniej & istnieje wiee takie p, iz

Ia‘p | T"+ I Apiy [ 1"'+]+..,<{;'
oraz (64)
| Ay | 7'-P+ I Aoy | yP ! + o<l E

Oblerzmy teraz liczbe naturalng m, taks iz
m>p+|n| " (65)
Niech
(ST YRR o8

beds pierwiastki m-go stopnia z jednodei.
Wobee (59) bedziemy mieli:

ORI E)+  Br0t)= X (o X))

kwm—00 Jem1

W myél twierdzenia, ktére udowodnimy w § 143, suma

G+&G+ ...

jest zerem dla s calkowitych, niepodzielnych przez m, oraz wynosi m
dla s podzielnych przez m. Wnosimy stad natychmiast, ze suma

z‘ g}m-—n-{-k

Jm=1

jest =m dla k=ntIm(l=0, +1, 4+ 2,...), oraz jest zerem
dla pozostalych (calkowitych i 0) k. Wzér (66) daje wige:

. o
oty =m Pyt =

Je=1 lm—00 (67)
= m[a,r" 4 (@ - Bzt L)

+ (G ?™ " A U™ =)

Wobee (62), oraz z uwagi, ze liczby (j=1,2,...m) sa
m-temi pierwiastkami z jednodei, mamy:

213
é’j el | < 12: ! Q9] [ < mM. (68)

Wobee (60) mamy n4m>p oraz n—m < —p, skad,
wobee (64):

| G | 7T A | g [ A S 0 [ P |G | P <
Oraz

| Ay l V“_m + ‘ a"'“'l"' ,dl""l"l_,i_ o g { a"!’ i ro* + ‘ a"P‘-l IT_,,_.I + A < 8;
wzory (67) 1 (68) dajy wige w. jednej chwili:

o

\ )
th | Ay 7"“ ‘ = 2 g}"m“ f' 7'§j) —m (a,,+mr"+"‘ + a"+ﬁmrn+ﬂm + ‘. *) -

el

o (U™ A Wy g™ L) } > m(M--2¢e),
skad:
| a, | < (M4 26,

o, wobee dowolnoéei liczby dodatniej & daje:

| a, | < Mr=,

. . =
Dowiedliémy wige, Ze przy wszelkiem calkowitem 7 ('<‘ 0)

zachodzi vieréwnoéé (63). Udowodnilimy zatem tw. 167.
Whiosek 1. Jedeli swmu seeregu potggowego

flo) = a 4+ mz 4 a4 . .. (69)
spednia pray pewnem dodabniem o nierduwnosé
/@ =M, dafz]<p (70)
to tmamy:
|a,LlSJ:{;,dla n==0,1,2... (11)

Dow6d. Zaléamy, ze szereg potegowy (69) spelnia warune-k
(70). Niech r oznacza jakakolwiek liczhe dodatnig <C p. Z zalozenia
naszego wynika, %o suereg (69) jest zhiezny dla ]z\<.p, sk?,d wio-
simy natychmiast, ze p = A, gdde R oznacza promief zhieinoscl
W. Slerpliuki: Anollzn, T L Cz. L
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szeregu (69). Wobee r<Cp bedzie wigo tez » <  E. Z drugiej strony,
wobec (70) oraz r < p mamy:

| fR) | <M, dla|z]|=r

skad, w mysl tw. 167 wnosimy, Ze

0| <2, dia n=0,1,2,... (72)

Nieréwnoéé (72) zachodzi wige (przy kazdem danem n=0,1,2,..)
dla kazdej liezby dodatniej » <Cp, co daje w jednej chwili nieréw-
noéé (1), ¢. b. d. o.

Whiosek 2. Funkcja catkowita, kidra jest ogramiczona w cadej
plaszceyinie emienngj zespolonej, musi byé liczbg staly.

W samej rzeczy, jezeli suma szeregu (69) jest ograniczons
w calej plaszczyZnie zmiennej zespolonej, to istnieje takie (skon-
czone) M, iz przy wszelkiem dodatniem p zachodzi nieréwnodé (70),
skad, w my$l wniosku 1, wynika nieréwnosé (71), ktéra, wobec
dowolnoéei liczby dodatniej p, daje w jednej chwili:

a,=0, dlan=12,...,
czyli, wobee (69): f(2)=ua, przy wszelkiem zespolonem z, c. b. d. o.

Z wnioskn 1 wynika, Ze warunek (71) jest koniecznym na to Zeby suma
szeregu potegowego (69) spelniata nieréwnosé (70). Nie jest on jednak wystar-
czajgeym, jak tego dowodzi przyklad szeregu geometrycznego

fle)=142+etot...,

dla M==1, ¢ =1, ktérego suma nie jest ograniczona dla |2 <1.
MoZnaby udowodnié, Ze na fo igby suma szeregu (69) spelniala nie-
réwnoéé (70), potrzeba i wystarcza, idbysmy, kladge

sale) =ay+ ag+ a4 .. fanet, (1 =0,1,2,..)),
mieli

s,&) - 8(2) ...+ sale

A N <M, dia|e|=¢, n=0,1,2,...1,

) E. Landau, L ¢. § 1.
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§ 182. Twierdzenie 168 (Weierstrassa). Joeli seeregi

o0
fuld) = Y tna?* (n=1,2,3,...) (13)
9g zbietne dla
0=<R <|2|< BR<+ oo, (14)
oraz jaéeli szereqg
A =1+ hD+AE A+ (75)

jest dla z, spelniajgeych warunki (74), zbiesny jednostajnie, to 2bies-
nym jest kaddy = szeregdw

aumtll,u"l”ai,n'l""'+a’m,v:+~-'(”’=0)i'.11:1:23"') (76)

oraz dla 2, spelniajgcych warunki (74), mamy :

+oo oo
2 a,z" ::2 Tm(2). (77)

Dowéd. Niech ¢ oznacza dowolng dang liczbg dodatnig.
Wobec jednostajnej zbieznodei szeregu (75) dla R’ <<|z| <R,
istnieje takie u, iz ‘
Jota(®) FSopa(@) + . A fupe(2) | < g, dla m<p, } (18)
p=1,2,..; B<|z|<<R

Stad, wobec (78): _
+o0 |
2 (a‘m+l,n + tppon+ ..+ a’m-}-P,l)z" <, ’ (19)
dam>p p=12..., B<|z|<RB

Niech r oznacza liczbg dodatnis, poérednis migdzy B’ i B:
nieréwnoéé (79) bedzie wige prawdziwg dla | 2| <r, skad, w mysl
tw. 167 wnosimy, Ze

am+1‘u-+ Ang2yn + s +a’u+P,n I SE’r‘", dla m’>”’; } (80)
p=123,..;2=0+1+2...

Wobec (80) wnosimy natychmiast o zbieinodci kazdego z sze-
regéw (76). Polézmy
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rmm—"am—lm_*‘am-}-ﬂ,n—l—" " }(8‘]
m=1,2,8,..; n=041+2. '

— beds to wige szeregi zbiezne.
Niech 2, oznacza liczbe zespolona,, spelniajaca nieréwnosei (78
obierzmy liczby R, oraz R; takie iz

P<B<|n|<BE<I (85

Poniewaz dla kazdej liczby dodatniej », posredniej migdzy 1
oraz R, mamy nieréwno$é (79) (gdzie g zalezy jedynie od &), Wwi¢

| am+1m + Amt9,n + vt + a""+l’)" l < €R1

lam+],n+am+2'n+' "+am+n,ﬂ | < ER;—"
d]a,{ m>p, p=12...
n=0+1,+2...

Stad, przechodzac. do granicy dla p = oo, wobec (81):
<R, dla m>u, n=0, £+ 1, 4+ 2... (8

oraz

<eR;" oraz |r,,

| Fogn

Polézmy :
S =Gy U (m=1,2,8,...5 =0, & 1,+2,..); 8
wobec (81) i w my$l (76), bedazie:
Uy =8 4 Tma (dla m=1,2,8,...; n=0, £ 1, & 2,...) (¢

Wobee zbieznodci szeregéw (13) przy warunku (74), or
wobee R’ << |z, |<< R, wnosimy, w mysl (84), o zbieznosei szereg(

oo

Zsm,,,z;;, (m=1,2,8,:..),

zaé, wobec (83) i (82), wnosimy o zbieznosei szeregdw

oo

27‘,,,,,,23, m=123...)

N —00

skad, wobec (85):

o0 Rl o0
z‘anza = 28"' 2+ ZT«.,..ZS (m==1,2,8,...) (t

n=—08 nm—00 iom @adQ

cm

§ 182, Bzeregi seregéw potegowyeh.

217
‘Leez, wobee (83) oraz wobec (82):
+o0 -1 400 .
me,nz'é = zrmnz; + 2‘?’--,,.23 <

nw ~ 00 nwm—00 A=

87)
29
£ 7
<32 H <t

dla m > p.

Z drugiej strony, wobec (78) mamy w granicy' dla’ p = oo):
s @) + Fiae) + . | S e, dlam >,

* skad, wobee (7B):

‘ f(”o) ‘“‘” j‘fn(zo)

K]

v Lecz, wobec (78) i (84) mamy oezywidcie:

=g dam>p

n’ m oo : 400 m
Shem=3 Jua= 3 Ya5—

Rl Kwl nwm—00  M=—00 Rl

= Zsm,.z; (m=1,2...).

i —00

‘Wobec (86), (89), (88) i (87) mamy wige dla m > p;

— Y Ae)|+

oo

f(2) — 2“.9«’3 S

nm—00

Rl

<efi+ oI—Rl+R,—-lzol)

skad, wobec dowolnoécx liezby dodatnleJ e

f(z, = 2%20: ‘

Aew—00

oo . ‘
3k

—

<

co, wobec (75) dowodzi prawdziwoéei wzoru (17) dla 2=z,

Udowodnilidmy wige tw. 168.

(88)

(89)

Z dowiedzionego twwrdzema otrzymujemy w JedneJ chw:h

nastepniqcy

N
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Whniosek. Zalddmy, 2e ,
Fly)=1be + by + bay*+ ..., dla [y | <5,

lp(2)=2a,‘z", dla | 2| <R
nm=Q
Jeseli istnieje liccba dodatnia A < R, taka iz dla o] <4
mamy | @) | <8 <8, to dla |2|< A funkcja flz) = F(p(2))
rozwija si¢ ma szereg wediug catkowitych poteg z.

2as
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