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Program wyktadu

1. Wprowadzenie teoretyczne
2. Algorytm FFT
3. Zastosowanie analizy Fouriera

4. Przyklady programow



Wprowadzenie teoretyczne
Zespolona transformata Fouriera

Jezeli kazdy skonczony przedziat <a,b6> mozna podzieli¢ na
skonczong liczb¢ podprzedziatdow, w ktorych f(x) jest
monotoniczna oraz w kazdym punkcie przedziatu (a,b) sa
spelnione warunki Dirichleta 1 funkcja f(x) jest calkowalna w
przedziale (-inf,inf), to funkcje:

F(u) = /_DO f(x)exp(—iux)dx

nazywamy zespolona transformata Fouriera funkcji f(x).



Wprowadzenie teoretyczne
Zespolona transformata Fouriera

Transformacja Fouriera jest operacja odwracalng, zatem
posiadajac transformate F(u) mozemy wyznaczyc¢ jej oryginal

f(x) = L /DO F(u)exp(iux)du

2T ) _

Na funkcje f(x) oraz jej transformate F(u) nalezy patrze¢ jak
na rozne reprezentacje tej samej funkcji w roznych dziedzinach
na przykilad czas / czestotliwos¢, czy potozenie | wektor falowy.



Wprowadzenie teoretyczne
Analiza Fouriera

Bardzo czesto w fizyce 1 innych naukach $cistych mierzone
wielkosci maja charakter okresowy, tzn. taki, ktory powoduje
powtarzanie si¢ danej wielkosci fizycznej z okreslonym okresem.
Zazwyczaj takg funkcje okresowa mozna przedstawi¢ w postaci
nieskonczonego szeregu trygonometrycznego zwanego tez
szeregiem Fouriera.

f(x) =ag+ Z(ancos? + bnsm?)

n=1



Wprowadzenie teoretyczne

| Analiza Fouriera

/ f( ZIZ)COSmd.CIZ

-5 | i f(z)da

/ f( :B)smwd:z:

Powyzsze wzory okreslajgce wspotczynniki szeregu Fouriera
sg znane pod nazwga wzoréw Eulera-Fouriera.



Wprowadzenie teoretyczne
Dyskretna transformata Fouriera

Przypus¢my, ze mamy N kolejnych wartosci zmierzonych w
odstepach czasu | , tak ze

thh(tk), tk:kA, kIO,l,Q,...,N—l

Zamiast probowac znalez¢ transformate dla wszystkich wartosci
f oszacuymy ja jedynie w konkretnych punktach, danych przez:

L -

"nSNA T T
N-1

Po przyblizeniu catki otrzymujemy {n = he2mkn/N
k=0

Zastosowane powyze] przeksztatcenie nosi nazwe
dyskretnej transformaty Fouriera



Algorytm FFT

Uwagi ogolne

Obliczanie transformaty bezposrednio ze wzoru jest
nieefektywne ze wzgledu na zbyt duzg zlozonos¢
obliczeniowa.

Wzrost wydajnosci przy zastosowaniu FFT

N 214 8 | 16 | 32 64 128

DFT 2N~= 128 |1 512 | 2048 | 8192 | 32768

oo
o
(N

FFT | 5Log2(N) [2] 8 | 24 | 64 | 160 | 384 | 896




Algorytm FFT

ldea

Sama 1dea algorytmu opiera si¢ na tzw. lemacie Danielsona-
Lanczosa. Odkryli oni, ze pojedyncza DFT o dlugosct N, jest
rOwnowazna sumie dwoch transformat o dlugoscit N/2, jedna z
nich jest zlozona z nieparzystych punkoéw sposrdd oryginalnych
N, a druga z parzystych.

N/2-1 N/2-1
Hn _ Z eQWéﬂj/(N/Q)fzj +Wn Z eQ'ﬂ'inj/(N/Q) f2j—l—1 _
=0 =0

— H¢ + W"H"

H ¢ oznacza n-ty skladnik transformaty o dtugosci N/2,
stworzony z parzystych (even) punktow, a H ° odpowiednio z
nieparzystych (odd).



Algorytm FFT
Algorytm Cooley'a-Tukey'a

Przyktad wyznaczania transformaty dla N = 8 punktow

ap a@; a2 dgz a4 Az ag arg
g A2 A4 Qg a, az das darg
aog Qg as Ag a, as as ary
000=0]100=4]010=2|110=6(001=1(101 =5|011 =3 | 111 =7
an a4 as g ay as as arg
000=0]001=1]|010=2|011=3]100=4(101=5]110=6|111=7

bo = ag + a4
blzao—a4

by = as + ag
bg,:ag—a(;

by = a1 + as
b5:a1—a5

be = a3 + a7
by = a3 — ar

co = by + bs
c1 = by + wabs

Co = b() — bg
C3 — bl —w4b3

cy = by + bg
cs = bs + wyby

Ce — b4 — bb
C7r — b5 —w4b7

do = co + ¢4
dl = C1 + WsCs
dy = co +W§CG
ds = c3 -|—w§’c:7

d4 = Cy) —C4
ds = c1 — wsCs
dﬁ = Cy — wch;

d7 = C3 — w§C7

. _ﬁ . 4
WN _ ezQw(k 5 )/N _ ezQ:wk:/Ne i

— —€

i2rk /N _

—Wﬁ}




/Zastosowanie analizy Fouriera
Uwagi ogdlne

* W ciggu ostatnich lat, wraz z rozwojem elektronicznej
techniki  obliczeniowej, nastgpit szybki rozwdj teoru
dotyczacych analiz szeregdéw czasowych.

* Powstawaly nowe metody numerycznego opracowania
danych, ktore wczesniej nie mogly byC zastosowane, ze
wzgledu na ogromng czasochtonnos¢ obliczen.

* Metody te opracowywane byly glownie dla potrzeb
elektroniki gdzie, aby dosta¢ np. dokladniejsze estymatory
widm mocy lub lepszg filtracje, wydtuzano szeregi czasowe.



/Zastosowanie analizy Fouriera
Analiza Fouriera w fizyce

* Wspolczynniki Fouriera sg interpretowane jako amplitudy
odpowiednich sktadowych harmonicznych.

« Pierwsza skladowa przeksztalcenia a, okreSla wartos¢ stalg.

Zalezy ona od potozenia sygnatu wzgledem osi poziomej. W
praktyce jest najczescie] pomijana.

* Kwadraty wspoétczynnikow 2z doktadnoscia do czynnika
multiplikatywnego  okreslaja  energi¢ dane; skladowej
harmoniczne;.

* W ten sposOb mozna mowic¢ fizycznie o badaniu widma
pewne] wielkosci fizycznej tzn. rozkladzie energiit w funkcji
czestotliwosci.



/Zastosowanie analizy Fouriera
Analiza Fouriera w elektronice

.

* Widmo sygnatu prostokatnego sktada si¢ z harmonicznych o
czestosciach bedacych catkowita nieparzysta wielokrotnoscig
czestosci  podstawowej] o amplitudach malejagcych ze
wzrostem czestotliwosct harmonicznych.

* Im wiecej skladowych harmonicznych jest sumowanych tym
lepsze jest przyblizenie przebiegu prostokatnego.

* W konkretnych zagadnieniach, ksztatt badanego sygnatu jest
na tyle skomplikowany, ze trudno jest obliczy¢ go w sposob
scisty. Problemy z detekcjg 1 szumami.

* Filtracja oraz pasmo przenoszenia sygnatu.



Zastosowanie analizy Fouriera
Teoria probkowania sygnatéw

* Kryterium Nyquista w teorii probkowania sygnatow mowi,
ze dla kazdego kroku probkowania : 1stnieje specjalna
czestotliwos¢ f, zwana czestotliwosciq krytyczng Nyquista.

1

fczﬂ

* Dlaczego czestotliwos¢ ta jest tak istotna ?
* Zjawisko aliasingu.

* Ogromne mozliwosci kompresji sygnatow.



Zastosowanie analizy Fouriera
Cyfrowe przetwarzanie sygnatow

* Dzigki istnieniu algorytmu FFT praktyczne stato si¢ cyfrowe
przetwarzanie sygnatow (DSP).

* Dyskretna transformata cosinusowa (DCT) uzywana na
przyktad w kompresji MP3 oraz JPEG.

* Wykorzystanie transformaty w programach graficznych do
cyfrowej obrobki obrazu (filtry).



/Zastosowanie analizy Fouriera
Kompresja MP3

* Sygnal prostokatny o czasie trwania 0.1s 1 czestotliwosci
1kHz (16bitow, 44100Hz, mono).

* Przetwarzanie przez encoder 1 dekoder MPEG z wlaczong
opcja high quality.

* Pordwnanie standardow Layer2, Layer3 o rdznych stopniach
kompres;ji.

* Na wykresach przedstawiamy zaréwno transformat¢ sygnatu
oryginalnego jak 1 przetworzonego.



/Zastosowanie analizy Fouriera
:HmKompresja: MP3 vs. MP2 (256 kbps)
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/Zastosowanie analizy Fouriera
Kompresja: MP3 vs. MP2 (128 kbps)
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/Zastosowanie analizy Fouriera
Kompresja MP3 (64 & 32 kbps)
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/Zastosowanie analizy Fouriera
Kompresja MP3
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Refrence signal 2456 kbps

Na wykresie widoczne jest widmo sygnatu w funkcji czasu.
Poziom harmonicznych reprezentowany jest poprzez odcienie
szaro$cl, reprezentowany jest zakres dynamiki ok. 50 dB (dla bardzo
silnych sygnatow kolor jest czarny).



/Zastosowanie analizy Fouriera
Kompresja JPEG

* Technologia DCT dzieli obraz
i wideo na bloki po 64 punkty
Schemat kompresji DCT kazdy, co tworzy blok 8 x 8.

Oryginalny obraz video Obraz podzielony
w bloki & x 8 pikseli

* Kazdy tak utworzony blok jest
kompresowany indywidualnie.

* Otrzymujemy w ten sposob obraz
ze skazg, ktora powstaje przy
laczeniu tak skompresowanych
blokow, a w rezultacie wysoka
degradacje jakosci wideo.

Filtrowanie | kompresja
kazdego bleku oddzielnie




/Zastosowanie analizy Fouriera
Kompresja JPEG

<

Przebieg kompresji

* 3 kanaly RGB zastepujemy dwoma
kanatami barw 1 kanatem jaskrawosci

* Odrzucenie czesci pikseli z kanatlu
barw

* Podzial na bloki 8x8
. * Wykonanie DCT na kazdym bloku

* Zastapienie liczb
Obraz oryginalny zmiennoprzecinkowych liczbami
rozmiar: 196 662 b catkowitymi (kompresja stratna)



/Zastosowanie analizy Fouriera
Kompresja JPEG

Kompresja silna Kompresja bardzo silna
upakowanie danych do upakowanie danych do
poziomu okoto 25% poziomu okoto 5%

rozmiar: 4 070 b rozmiar: 1 741 b



/Zastosowanie analizy Fouriera
Filtracja obrazow

Znieksztatcony funkcjg o
sinusoidalnym ksztatcie



/Zastosowanie analizy Fouriera

| Filtracja obrazow

Po wykonaniu transformaty Fouriera Wyzerowanie wartosci odpwiedzialnych
za czgstosci znieksztatcen



/Zastosowanie analizy Fouriera

| Filtracja obrazéw

Obraz po wykonaniu odwrotne] Oryginat
transformaty Fouriera



Przyktady programow

e Sktadanie harmonicznych
e Analiza typowych sygnatow
e Wybieranie tonowe
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