SZEREG TRYGONOMETRYCZNY FOURIERA

Rozwazmy ciag funkcji:
Tx . TX 2rx | 27z nTr . NTx
{1, cos —, sin —, cos —, sin —, ..., cos —, sin —, ...},
l l l l l [
gdzie [ jest pewnag liczba dodatnia.
Zauwazmy, ze na przedziale < —[,[ >, dla dowolnych dwéch réznych
wyrazoéw tego ciagu k # m oraz k,m € {1,2,...} zachodzi:
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/ sin % sin m;mda: =0,
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ponadto

!

o k

/ cos %dm =1,
-1

!
/ sin? k%mdﬁ =[.
1

Ciag funkcji spetniajacy powyzsze warunki nazywamy ciagiem ortogonalnym.
Definicja

Niech f(z) bedzie funkcja catkowalna na przedziale< —[,1 >. Szeregiem
trygonometrycznym Fouriera funkcji f(x) nazywamy szereg postaci

nmwx
> (ineos ™+, 55).
—|— (a cos —i— sml

-/ ll f(@)da

gdzie

1 [ 1 [
anzi/ f()cos#dx bn:i/ f()sin%dx n=1,2,.



2
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Jesli f(x) jest funkcja parzystato b, =0 oraz a, = %fol f(x) cos "Fdw.
Jedli f(x) jest funkcja nieparzystato a, =0 oraz b, = %fol f(z)sin "7 dx.

Naturalnym wydaje si¢ pytanie: dla ktérych funkeji szereg trygonometryczny
Fouriera jest zbiezny do funkcji? Warunki wystarczajace podane sa w
twierdzeniu Dirichleta.

Twierdzenie Dirichleta
Jedli funkcja f(x) ograniczona na przedziale < —[,1 > jest:
1. przedziatami monotoniczna na (I, —[)
2. jest ciagta na (—[,1), z wyjatkiem co najwyzej skoniczonej liczby
punktéw nieciaglosci pierwszego rodzaju; przy czym w kazdym punkcie
niecigglosci xy speliony jest warunek

Flan) = 5 (fleg) + F(a).

(f(=IF)+ fU7))

to

+Z<anc0s—+b smnlﬂ»

dla kazdego = €< —I,1 >. Jesli ponadto funkcja f(x) jest okresowa
i jej okres wynosi 2/ to ostatnia réwnos$¢ zachodzi dla wszystkich x
z dziedziny f(x).
Przyklad
Wyznaczy¢ szereg trygonometryczny Fouriera funkcji

a, gdy z € (0,1
@) f(“””):{ c §d§x¢[—z,]0). )

b) f(x) =2 z¢€[-11],

c) f(z)=sin*z, z¢€[-m 7]
Przyklad
Wyznaczy¢ szereg trygonometryczny Fouriera funkcji

flz)=|z|, x¢€[-mmn],
a nastepnie obliczy¢

> 1
Z (2n — 1)2

n=1



Tabela wspotczynnikéw Fouriera niektérych funkeji

< =l >

f(zx) przedzial ao an b,
{ i: éng O—Z<§CE:C§<Z 0 < —l1l> a+c 0 femail- )
x < —1i> 0 0 G
T < 0,2l > 21 0 =2
z? < —l,1> % (—1)" (%)2 0
22 < 0,20 > 8 (Z)? £ 4+ 2
23 <—l1> 0 0 Cntazzantat) (1)3
|sin x| < 0,7 > = W(TQ{D 0
|cos x| < 0,7 > 2 % 0
sincz, c ¢ C < —=ll>c#7 0 0 %
coscz, c ¢ C <=l 1> c#m| 2 (_2;;21_2212?1;01 0
cx 2sinhel | (—1)™2clsinhcl (—1)"**t12nmsinh cl

cl

n27r2+02l2

n2m2 +62l2




1. TRANSFORMATA FOURIERA

1.1 Wzér catkowy Fouriera

Wzér ten wykorzystujemy do analizy funkcji nieokresowych; funkcje
te moga opisywaé¢ np.przebiegi eleektryczne. Najpierw sformutujmy
tzw. warunki Dirichleta.

Funkcja f(z) spelnia warunki Dirichleta gdy:

1. dziedzine f(x) mozna roztozy¢ na skonczona sume przedziatéw, w
ktorych f(z) jest monotoniczna i ciagta

2. w kazdym punkcie niecigglosci o , granice jednostronne lim,_, - f (x)

ilim, o f (x) sa skonczone.

Twierdzenie 1 (wzoér caltkowy Fouriera)
Jedli f(x) spelnia na kazdym przedziale skoficzonym (a,b) warunki
Dirichleta i [7°_[f(z)| < co to wzor

fla) = /0 " (a(w) cos(wz) + b(w) sinwz) do (1)
gdzie

a(w) = %/_00 f(t) coswtdt, b(w) = %/_00 f(t) sinwtdt, (2)

zachodzi we wszystkich punktach, w ktérych f(z) jest ciagta.

W kazdym punktcie nieciaglosci xy funkcji f(z) catka po prawej
stronie wzoru jest rowna 5 (f(z) + f(zg)).

Jedli f(x) jest funkcja parzysta to b(w) = 0oraz a(w) = = fooo f(t) coswtdt,

™

Jesli f(x) jest funkcja nieparzysta to a(w) = 0 oraz b(w) = 2 [ f(t) sinwtdt.

Wykorzystujac wzory Eulera, tozsamosci trygonometryczne oraz to,
ze dla funkcji h(x) = r(z) + ip(z) zmiennej rzeczywiste] x mamy
fcdh(m)dm = fcdr(x) - z'fcdp(x), mozemy réwnanie (1) zapisa¢ w
wygodnej postaci tzw. zespolonego wzoru catkowego Fouriera

10 =g [ e ([ e ar) a 3)

W ostatnim wzorze, ktéry przedstawia funkcje f(z) za pomoca iterowanej
catki niewtasciwej, catka niewtasciwa zewnetrzna po zmiennej w jest
czescia gtowna catki. Czesé gtowna ffooo g(w)dw to limyp_, f_TT g(w)dw.



Przyklad 1
Napisa¢ wzor catkowy Fouriera dla funkcji

_ J cosz, gdy 7| <
f““)—{ 0 gdy |z] >

ISIEINE

Przyktad 2
Przedstawi¢ funkcje f(x) = e ®, gdy * > 0 za pomoca sinusowego
wzoru catkowego Fouriera.

Przyklad 3
Napisa¢ zespolony wzor catkowy Fouriera dla funkcji
¢, gdy |z] <a
fl@)=1 5. egdy|z|=a
0 gdy |z| > a.

sin x
T

Wykorzystujac ten wzor uzasadnic¢, ze fooo dr = 3.
1.2 Transformata Fouriera

Definicja 1.2
Niech funkcja f(x) spelnia zalozenia twierdzenia 1. Funkcje

fo)= [ e we (~oc.00)
nazywamy transformatg Fouriera funkcji f(x).

Przyktad 4
Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkcji

1, gdy x € [0,1
@) f<"”):{ 0 idix#o,ﬁ.

_Je™, gdyaz>0
b) f(x)—{ 0 gdy z <0.

¢) fx)=e“ zc R, c>0.

d) flx)=e", z€R



Zauwazmy, ze na podstawie wzoru (3) mamy pare przeksztalcen

flw) = /_°° DA, o) = /mefwﬂw)dw (4)

o0 - % —0o0
Te przeksztatcenia catkowe ustanawiajg wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é
miedzy funkcjami f(x) i f(w). Dlatego tez przyjmijmy oznaczenia
flw)=Flf)],  flz)=F[f(w)
Funkcje f(x) nazywamy tez transformata odwrotng Fouriera
funkcji f(w).

Funkcje f (w) nazywamy widmem (charakterystyka widmowa) funkcji
f(z). Ponadto jesli f(w) zapiszemy w postaci
e (W) € [—m, 7]

fw) = | fw)

to ‘f(w)‘ nazywamy widmem amplitudowym funkcji f(x),

a f(w) nazywamy widmem fazowym funkcji f(x).

Widmo amplitudowe jest funkcjg parzysta zmiennej w, w € R..
Ponadto gdy mamy

f@) = wla(w) = (@) to |fw)|=mv/@w) T ).
Widmo fazowe jest okresowe i gdy ‘ f (w)‘ >0 to

Ta(w) —Wb(w).

fw) fw)|

Widmo fazowe jest nieparzysta funkcja zmiennej w.
Dla cos(f(w)) = —1 oraz sin(f(w)) = 0 przyjmujemy 0(w) = m- sgn(w).

cos(f(w)) =

oraz sin(f(w)) =

Przyklad 5
Zmalez¢ i narysowac¢ widmo amplitudowe oraz widmo fazowe dla funkcji
opisanej w przykladzie 4b).

1.3. Wlasnosci transformaty Fouriera
Twierdzenie 2
Jedli funkcje fi(x) oraz fo(x) speliaja zalozenia twierdzenia 1,

c1, Co sa dowolnymi liczbami to

Flefi(z) + cafa(z)] = cr Flfi(2)] + coFlfa(2)].



Twierdzenie 3
Jedli funkcja f(z), speklia zalozenia twierdzenia 1 oraz xy € R to

Flf (v — )] = e ™ F f(2)],

Flf(an)] = =~ (=

),a > 0.

IS

Przyklad 6
Wyznaczy¢ transformaty Fouriera podanych funkcji, wykorzystujac twierdzenia
o wlasnosciach transformat:

| 24 3cosz, gdy |z| <
a) f(x)—{ 0 gdy |z| >

b) f(z)=e 2t 2 e R.

SIEINIE

Twierdzenie 4
Jedli funkcja 2™ f(x), n € N spelnia zalozenia twierdzenia 1

oraz F|f(z)] = f(w) to

d* .
ol W) = ()" Fla* f(2)], k=1,2,...,n
Twierdzenie 5
Jesli funkcja f(x) i jej pochodne f™(z) k = 1,2,...,n spekniaja
zatozenia twierdzenia 1, sa funkcjami ciggtymi
oraz lim, . o f®(z) =lim,_o f®(z) =0dla k =1,2,...,n— 1 to

FIf™ ()] = (iw)" FIf (2)].
Przyklad 7
Wyznaczy¢ transformaty Fouriera podanych funkcji, wykorzystujac twierdzenia
o wilasnosciach transformat oraz tabele transformat:

x, gdy |z| <2
a) f(z)=4q 1, gdy|z[=2
0, gdy |z|]>2.

_J xe™, gdy x>0
D o ={ " BT

2", gdy x>0
S CRR A

d) f(z)=2ze™, z€R



=]z =2, gdylz—-2|<1
2 f(a:)_{ 0, gdy |z —2|>1.

) fO), gdy flz)=ze 2 >0
9) [P(z), gdy f(z) =

Tabela transformat Fouriera niektérych funkcji

() f(w)
1’ gdy |ZL‘| <a 2 sin aw
0 gdy |z| > a. w
{1, gdy 0 <z <1 M—I—i(cosw—l)
0, poza w w
1—|z|, egdy || <1 9
{ 0, edy |z|>1 F(l Cos w)
e x>0,¢>0 ﬁ
e_CIz‘ LU22<EC2

2cos Zw
s
cosw, |z] <75 =)
_1 —|w]
1+$2 e




Przyklad 8
Wyznaczy¢ funkcje f(x), jesli jej transformata Fouriera f(w) ma postaé
~ 3
O I =
~ 4
b =
) T@) =95
~ 4 sin 3w
¢) flw)= , w#0

1.4 Splot funkcji. Wtlasnosci splotu.

Definicja 1.4
Splotem funkeji f(z) oraz g(z) calkowalnych bezwzglednie na R, w
przedziale (—o0, 00) nazywamy funkcje oznaczana f x g(z), okreslona
nastepujaco

f*mm:/ffwmw%Mt

Przyktad 9
Wyznaczy¢, z definicji, splot funkcji f * g(z):

| sinz, gdy x>0 |1, gdyO<a<m
a)f(z) = { 0, gdy x <0. "’ (z) = { 0, dla pozostatych .

|1, gdyO<az<1 |1, gdy -1<2<0
Mﬂ@_{o,gwx<ax>17 ﬂ@_{o,x<—Lx>0

e gdy x>0
e ={ 5 ENEZ0 @

e gdy x>0
0, x<0.
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Dla funkcji ciagtych f(x) , g(z) splot f * g(x) ma whasnosci:
a) fxg(x)=gx* f(x), (przemiennosé),
b) (f * g)* h(z) = f (g h)(x), (tacznosé)
c) fx(g1+g0)(x) = fx*gi(x)+ f*go(x),(rozdzielnoéé splotu wzgledem
dodawania).

O waznych wtasnosciach splotu, wykorzystywanych np. w wyznaczaniu
transformaty Fouriera, méwi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6
Jedli funkcje f(x) , g(x) speliaja zalozenia tw.Fouriera to

Ff(x) * g(2)] = F[f(2)] - Flg(x)].

oraz

Czyli transformata Fouriera splotu funkcji jest iloczynem transformat
oraz transformata Fouriera iloczynu funkcji jest splotem ich transformat.

Przyktad 10
Wykorzystujac ostatnie twierdzenie wyznaczy¢ transformate Fouriera

f * g(z), a nastepnie f * g(z):

W opisach niektorych modeli fizycznych uzywa sie 'pseudofunkcji’
zwanej delta Diraca 0(x) i okreslonej nastepujaco:

0, gdy z #0 >
5(33):{00 gdixio. oraz /_ iz)=1

[e.e]

Nie jest to funkcja. Warunki (niepoprawne), ktore okreslaja delte Diraca
wyrazaja nastepujaca intuicje fizyczna: d(z) reprezentuje nieskonczenie
wielki impuls pojawiajacy sie w chwili x = 0 i trwajacy nieskonczenie
krotko, przy czym efekt dziatania impulsu, mierzony catka,jest réwny
jeden.

Teoria matematyczna, na gruncie ktérej mozna wprowadzi¢ delte Diraca
nazywa sie¢ teoria dystrybucji. Traktuje d(z) jako granice pewnych
ciagow funkcji (f,,(z)).Jednym takich z ciagéw jest np. (f,(x)); gdzie
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0, gdy|z| >
falz) = ¢ n—n’z, gdy 0<z<
n+n*z gdy -1 <z <0.
Dla dowolnej funkeji f(z) zachodzi [* f(x)6(x — zo)dz = f(x0).
Mamy zatem,ze transformata Fouriera delty Diraca wynosi zatem 1, bo

S |=

o0

(w) = /_ e () dt = 1

(e 9]

2. TRANSFORMATA LAPLACE’A

Transformata Laplace’a jest kolejnym przeksztalceniem catkowym
wykorzystywanym w teorii obwodow elektrycznych.

Definicja 2.1
Niech f(z) bedzie okreSlona dla x > 0. Transformata Laplace’a
funkcji f(z) nazywamy funkcje f(s), s € R okreslong nastepujaca

fo) = [ et
Stosuje sie takze zapis L[f(x)] = f(s). Zdefiniowane pojecie mozna

rozszerzy¢ dla s € C.

Przyklad 11
Wyznaczy¢, z definicji, transformaty Laplace’a funkcji:

1, gdy x >0
a) funkcji Heaviside'a: f(z) =< i, gdyz=0 |,
0, gdy x < 0.
cosar, gdy z >0 e, gdy x>0
i) ={ BT o = {7 s

Zauwazmy, ze funkcje opisane w punkcie a), b) nie mialty transformat
Fouriera.

Naturalnym jest pytanie, dla ktotych funkcji istnieje transformata
Laplace’a. A oto warunki wystarczajace.
Dla funkcji f(z) speliajacej podane warunki:
1°. f(z) =0dlaz <0,
2°. f(x) spelia warunki Dirichleta na kazdym przedziale (a, b),a,b € R,
3°. E|M>07£|d>0 Vo |f($)’ < M@dx,
istnieje f(s), dla kazdego s > d.
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Funkcje spetniajaca warunki 1° — 3° nazywa si¢ oryginalem.

Fakt
Jesli funkcje,bedace oryginatami, maja takie same transformaty Laplace’a
to sg rowne.

Transformata Laplace’a oryginatu wyznacza oryginal w punktach
ciagltosci jednoznacznie. Przyporzadkowanie f(s) funkcji f(x) nazywa
sie transformatg odwrotng Laplace’a.

Twierdzenie 7
Jedli funkcje f(x), g(z) maja transformaty Laplace’a to:

L Llaf(x) + bg(x)] = aL[f(x)] + bL[g(x)].
2. L{f (z — mg)] = e™™ f(s).
3. Llem@ f(z)] = f(s + a).

Twierdzenie 8 -
Jesli f(z) jest oryginatem to L(z"f(x)) = (—1)"4% f(s).

Przyklad 12
Wyznaczy¢ transformaty Laplace’a podanych funkcji:

[ 2% gdyz >0 _fam gdy x>0
“)f(””>_{ 0, gdy z<0. ° @) =91 "0 <0,

sin(2x + %), gdy z >0

C)f(x):{ 0, z<0.

d)f(r) =cos’z, v >0, e)f(r)=sinzcosz, x>0
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Tabela transformat Laplace’a niektérych funkeji, f(z) =0 dla z < 0

f(x) f(s)
1
1 s
n n!
€T Sn+1
ax 1
€ s—a
n ,ax n!
xe (5—a)nT1
: a
sin ax e
5
COS ax o
e sinbr | —2—
(s—a)2+b2
ax __s—a _
e cos bx ) T

Przyktad 13
Wyznaczy¢ funkcje ciagta, ktorej transformata Laplace’a podana jest

wzorem:
N 1 s\ S
D6) = g DI = g
)=

Twierdzenie 9
Jesli f(x) oraz jej pochodne do rzedu (n — 1) wlacznie sa oryginatami

oraz istnieje f™(z) i jest ciagta na (0, 00) to

n

LI (@) = s (s) = 3 s F e (0%,

k=1
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W szczegélnodei dla n=1 mamy L[f (z)] = sf(s) — f(0F),
za$ dla n=2 mamy L[f" (z)] = s>f(s) — sf(0T) — f(0F).

Transformate Laplace’a i jej wlasnosci wykorzystujemy w rozwiagzywaniu
rownan rozniczkowych. Mowimy wtedy o metodzie operatorowej rozwiazywania
rownan.

Przyktad 14
Wykorzystujac transformate Laplace’a wyznaczy¢ funkcje y(x) speliajaca
podane réwnania rézniczkowe i warunki poczatkowe:
a)y +y=e", y(0)=3
b) y" +6y =cos3z, y(0)=1, 3 (0)=0
o)y =3y +2y=¢", y(0)=1, y'(0)=0



