Analiza dla informatykéw 1 DANI LI1
Pawel Domanski — szkicowe notatki do wyktadu

Wykiad 1

1. Cele nauczania analizy dla informnatykéw
Moim zdaniem sa trzy powody, dla ktérych uczymy informatykéw analizy
matematyczne;j:

e matematyzacja wiedzy oznaczajaca wyrazanie tej wiedzy w jezyku matem-
atyki, budowanie modeli matematycznych opisujacych (w przyblizeniu)
zjawiska $wiata rzeczywistego - jako konsekwencja: np. w USA prawie
wszystkie kierunki studiow maja obowiazkowy “Calculus”;

e metody numeryczne jako jedno z gtéwnych zastosowan informatyki i
wazna czes¢ informatyki (obliczenia inzynierskie, naukowe, ekonomiczne

itp.);

e metoda dedukcyjna w matematyce jako doskonale przygotowanie do
tworzenia algorytméw (w istocie poprawny algorytm moze by¢ dowo-
dem istnienia jakiegos obiektu, a poprawny dowdd moze byc algoryt-
mem konstrukeji obiektu).

2. Modele matematyczne

Chodzi o opis uproszczonej sytuacji rzeczywistej w celu przewidywania jej
rozwoju, zaplanowania strategii dzialania, symulowania rzeczywistego prze-
biegu zdarzen (np., gdy doswiadczenie jest zbyt drogie lub niemozliwe do
przeprowadzenia) itp.

Pojecie modelu matematycznego najlepiej wyjasni¢ na przyktadzie - pa-
trz plik “model_verhulsta_w1l.nb” opisujacy tzw. model Verhulsta wzrostu
populacji konkurujacej o ograniczone zasoby.



3. Pojecie funkcji Podamy teraz dwie “definicje” funkcji:

Definicja 1. Niech X, Y beda zbiorami niepustymi. Funkcja okreslona na
zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y nazywamy przyporzgedkowanie kazdemu
elementowi x € X dokladnie jednego elementu y € Y.

Definicja 2. Funkcja f okreslona na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y
to zbiér par uporzadkowanych (z,y) takich, ze

e e X, yey;
e VzeX JyeY (xy) €f;

® ((‘Tayl) S fv (l’,yg) € f =N = y2)'

Definicja 1 jest znakomita definicja - latwa do zrozumienia tylko ma
pewna wade: co znaczy “przyporzadkowac” - dlatego matematycy uzywaja
definicji 2. Tej z koli definicji nic nie mozna zarzucié (jesli wiemy, ze para
uporzadkowana to (x,y) := {{z},{z,y}}) ale ma powazna wadg: definicja
ta jest bez diugich wyjasnien catkowicie niezrozumiata. Warunek drugi w tej
definicji oznacza, ze kazdemu argumentowi przyporzadkowany jest jakis y, a
nastepny warunke oznacza, ze tylko jeden.

Moral: Nie mozna mie¢ na raz wszystkiego - absolutnie jasnego wyktadu
i absolutnie $cistego wyktadu.



Terminologia i oznaczenia:

e f: X — Y funkcja f okre$lona na zbiorze X i o warto$ciach w zbiorze
Y (ale nie wszystkie wartosci w'Y muszqg bycé osiggniete);

e X dziedzina funkcji;
e Y przeciwdziedzina funkcji;
e f(x) wartosé¢ funkcji w punkcie z, z to argument funkcji;

e {ycY: Jxe X y= f(r)} obraz funkcji f, oznaczany takze f(X)
(zwykle podzbior wtasciwy Y');

e funkcja réznowartosciowa = injekcja = odwzorowanie wzajemnie jed-
noznaczne (7) = “1—1 odwzorowanie”: jesli f(x1) = f(x2), to 1 = xs;

e funkcja na = surjekcja:
VyeY JzeX flx)=uy;
e bijekcja = injekcja + surjekcja;
e obraz zbioru A C X
f(A)={yeY: JazcA [f(z)=yk
e przeciwobraz zbioru B C Y:
J7H(B)={z € X: f(z) € Bl
e ztozenie funkcji f: X =Y, g:Y — Z:
go f(x) :=g(f(z));
e wykres funkcji f: X — Y oznaczamy G(f):
G(f) :=A{(z, f(z)):x e X} C X XY

(w sensie Scistej definicji wykres to funkcja).



Przyklad 1 Okresimy funkcje kwadratowq:

To jeszcze nie jest definicja funkcji - trzeba podaé dziedzine i przeciwdziedzing:
Ji:R—-R, fo: R —[0,400), f3:]0,+00) — R.
Zatem funkcje fi, fo i f3 s¢ parami rézne.
Przyklad 2 a) f5 jest réznowartosciowa, fi nie jest injekcjg;
b) fa jest surjekcjq, fi nie jest na;
c¢) f; nie sq bijekcjami;
d) fi([=1,1)) = [0,1];

6) f1_1(<_17 1)) = <_17 1);

f) f;1((=1,1)) nie istnieje bo (—1, 1) nie jest podzbiorem przeciwdziedziny
funkeji fo;

g9) f5'((=1,1)) = [0,1];
h) fio fi :R—=R, fio fi(z?) = a*;

i) fso fi nie jest zdefiniowane bo dziedzina f3 jest réina od dziedziny f.



Bedziemy gtownie postugiwali sie funkcjami, ktérych dziedzina i prze-
ciwdziedzinia to zbiory liczb lub wektoréw (tj. ciagéw n liczb). Cazyli
przyporzadkowaniami obiektéw, ktére moga by¢ interpretowane jako liczby
lub ich ciagi. Takich funkcji poznali Panstwo mnéstwo w szkole: funkcje
liniowe, afiniczne, kwadratowe, wielomianowe, wykladnicze, logarytmiczne,
trygonometryczne, (a przynajmniej powinni Paristwo je pozna¢). Badanie
wlasnosci takich funkcji jest celem analizy matematycznej:

e przyblizanie funkcji funkcjami prostszymi;

e znajdywanie ich punktéw charakterystycznych (miejsca zerowe, ekstrema
itp.);

e badanie monotonicznosci, najwiekszych wartosci itp.

Teraz chcielibySmy zobaczy¢ funkcje: njalepiej zrobic wykres w formie
graficznej — patrz plik “wykres_funkcji_wl.nb”.

Niestety wykresy funkcji robione komputerowo zawieraja pewne putapki
— nie wystarczy kliknac i byc pewny wyniku. Patrz plik “pulapki_wykresow_w1.nb”



4. Liczby naturalne, calkowite i wymierne i dlaczego to nie
wystarcza
Poniewaz bedziemy postugiwaé sie liczbami jako argumentami i warto$ciami
funkcji wiec warto przypomnie¢ co nieco na ten temat.
Liczby naturalne:
0,1,1,2,3,... N

Liczby catkowite:

...,—100,-99,...,—-1,0,1,2,...,99,100, 101, ... Z

Liczby wymierne: liczby postaci §, gdzie p i ¢ sa liczbami catkowitymi
- istnieje nieskonczenie wiele réznych reprezentacji tej samej liczby, wybiera
sie zwykle te, dla ktérej p i q sa wzglednie pierwsze i ¢ jest dodatnie.

Matematycy zwykle nie definiuja w Scistym sensie liczb naturalnych (—
sa to dla nich pewne zbiory), ale definiuja z nich liczby catkowite i liczby
wymierne np. liczby wymierne dodatnie to zbiory par liczb naturalnych
(p,q), g # 0, utozsamianych

(p1, 1) ~ (P2, q2) & P1g2 = P2t

Czyli precyzyjnie méwiac zbiory klas abstrakeji zbioru par (p,q) wzgledem
relacji ~. Taka dziwaczna definicja jest potrzebna aby miec pewnosé, ze nie
robimy btedu ale to sprawdzenie juz zrobiono wiec moga Panstwo swobodnie
postugiwaé sie swoja intuicja liczby wymiernej.



Problem 3 Na prostokgtnej dziatce o wymiarach 20 x 20 metréow operator
siect komorkowej chce postawi¢ maszt wysokosci 20 metrow. w celu ustabili-
zowania masztu trzeba zatozyc 4 odciggi od szczytu masztu do rogow dziatk.
Znajdz diugosé odciggu.

A0 g

A0

Trzeba znalez¢ wartos¢ d. 7 twierdzenia Pitagorasa:

20\? /20\?
d2 = 202 2 2 _ [ £Y <y
+ 57, S 5 + 5

& =202 +10*+ 10> =600, d=10V6.

Czy istnieje liczba v/6 tj. taka liczba z, 7e 2> = 6?

Szukamy liczby x = 753, p, q wzglednie pierwsze tj. nie majace wspdlnych
dzielnikow réznych od 1 lub —1.

Zalézmy, ze jest taka liczba wymierna: § = /6, tj. f;—z = 0, tj.
p* = 6¢".

Oczywiscie mozemy p i q roztozy¢ na czynniki pierwsze:

czyli

p:p?lpggpglm’ q:qlﬁlqzﬁgqg”
zatem
m o 2 2 n
p%al.pgoQ.....pila _2.3.q1’31.q2ﬁ2.....q72lﬁ'
Po lewej stronie liczba dwojek w rozktadzie jest parzysta a po prawej nieparzysta;
sprzecznoéé z zalozeniem, ze /6 jest wymierna. a



7 powyzszego przyktadu widaé¢, ze potrzebujemy co$ wiecej niz liczby
wymierne — potrzebne sa liczby rzeczywiste. Trzeba by je skonstruowaé, ale
konstrukcja jest trudna (zaréwno przez ciagi Cauchy’ego jak przez przekroje
Dedekinda) dlatego wprowadzimy na razie liczby rzeczywiste tzw. metoda
aksjomatyczna tj. podamy wiasnosci tego obiektu — matematycy udowod-
nili, ze taki obiekt “jest dokladnie jeden” wigc istnieje (konstrukcja) i nie ma
ich dwéch (dowdd).



Tablica 1.2

Aksjomaty liczb rzeczywistych

I Aksjomaty dodawania
Okreslone jest dzialanie + : R x R — R dodawania:

(1) z+y=y+ax — przemiennos¢ dodawania
(2) (x+y)+z=a+ (y+2) — lgcznosé¢ dodawania

(3) 30eR VzxeR: z+0=ux— istnienie elementu neutralnego
dodawania, istnienie zera

(4) VzeR dyeR: x+y=0— istnienie elementu przeciwnego

II Aksjomaty mnozenia
Okreslone jest dzialanie - : R x R — R mnozenia:

(5) -y =1y x— przemienno$é mnozenia

(6) (x-y)-z=ua-(y-2z) — lgcznosé mnozenia

(7) 31#40€R VxeR: z-1=x— istnienie elementu neutral-
nego mnozenia, istnienie jedynki

(8) Vx#0e€R Jy: x-y=1— istnienie elementu odwrotnego

9) z-(y+2) = x-y+x- -2 — roxdzielnosé¢ mnozenia wzgledem

dodawania

11T Aksjomaty porzadku
Okreslona jest relacja < (C R x R) porzadku:

’

10) x <z — zwrotno$

(
(
(12
(
(

11) jeSliz <yiy <wx, tox =y — staba antysymetria
)jesliz <yiy <z tox <z— przechodniosé

13) o <y luby <x — spdjnosé
)

14) jedic <y,tox+2<y-+=z2
(15) jesi0<zi0<y,to0<zx-y

IV Aksjomat kresu gornego
(16) Kazdy niepusty ograniczony z géry podzbiér w R ma kres gérny.



Dzial I i II definiuje tzw. cialo, dzialy I, II, I1I tzw. cialo uporzadkowane.
Kluczowy jest aksjomat (16) — on dopiero odréznia liczby rzeczywiste od
wymiernych.

Definicja 4 Kresem gornym zbioru A jest jego majmniejsze ograniczenie
gorne. Oznaczamy je sup A

Przyktad 5
sup(0,1) =1, sup{0,1/2,2/3,3/4,4/5,...} = 1.
Wykorzystanie zasady kresu gérnego:

Whiosek 6 (Zasada Archimedesa) Jeslix > 0, y dowolna liczba rzeczywista,
to istnieje liczba catkowita n € Z taka, ze

(n—1)z <y<nz.
Dowdéd: Nie wprost. Zalézmy, ze
VpeZ pxr<y

Zatem zbior
A:={px:pel}

jest zbiorem ograniczonym przez y. Istnieje wiec kres gérny & = sup A.
Poniewaz 0 < z wiec £ < £ + = zatem £ —x < £ Stad £ — x nie jest
ograniczeniem gérnym zbioru A:

dpeZ &—x<px

czyli
{<prt+z=(p+1z

wiec € nie jest ograniczeniem gérnym zbioru A bo (p + 1)z nalezy do A;
sprzecznosé. Pokazalismy, ze

dpeZ y<px.

Analogicznie
dgeZ —y<aqux.

10



Zatem
y>(—q)z
Ostatecznie
(—g)z <y <pz

czyli y musi nalezec do jednego z przedzialow
[(=a)z, (—q+ 1)), [(—q¢+ 1)z, (—¢+2)z),. .., [(p—2)z, (p—1)z), [(p—1)z, pz).
O
Whiosek 7 (Twierdzenie Fudoksosa)
Ve>03dneN 0<l/n<e.

Dowdéd: Z zasady Archimedesa: I n:1 <en, zatem 1/n < e. O

Whniosek 8 (o gestosci liczb wymiernych)
Va,beRa<b dJreQ: a<r<hb.

Dowdéd: Z tw. Eudoksosa, dn:0< 1/n < b—a Z zasady Archimedesa

m—1 m
<a< —
m n

dm

Zatem

11
B S cat(b—a)=b
n n n
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