Analiza dla informatykéw 1 DANI LI1
Pawel Domanski — szkicowe notatki do wyktadu

Wyklad 2

1. Istnienie pierwiastkow rzeczywistych
Mozemy teraz pokazaé, ze w dziedzinie liczb rzeczywistych istnieja pier-
wiastki.

Twierdzenie 1 Dla kazdej liczby rzeczywistej x > 0 @ dowolnej liczby natu-
ralnej n € N istnieje doktadnie jedna liczba y > 0 rzeczywista tak, ze y" = x.

Oznaczamy jq:
y = /x.

Szkic dowodu: Definiujemy y := sup F, E={t>0, t"<uz}.
Dowéd zawiera trzy kroki:

e Dowdd, ze E jest ograniczony z gory (wiec na mocy aksjomatu kresu
gérnego liczba y istnieje).

e Dowdd, ze gdyby y™ < x to y nie byloby ograniczeniem gérnym F.

e Dowdd, ze gdyby y” > x to pewna liczba mniejsza od y tez bylaby
ograniczeniem gérnym F.

Szczegoly dowodu w ksiazce Soltysiaka cz. I, str. 23.



2. Potega o wykladniku rzeczywistym

e Jesli r = ™ wymierna to 2" := ¥/z". Uwaga: definicja nie zalezy od

wyboru reprezentacji liczby r bo:
V= "z, (%)= Van

e Jesli r niewymierna x > 1, obie rzeczywiste,
" :=sup A, A={2P:peQ,p<r}.

Ponadto:

1 -p
1Y =1, x¥ = (—) dla0 <z < 1.

xz

Zdefiniowalidémy potege =" gdzie x - podstawa, r - wyktadnik.



3. Funkcja potegowa

Zdefiniowalidmy funkcje potegowa: f(x) = 2", gdzie argumentem jest
podstawa x a r jest ustalona liczba.

Dziedzina:

e 7 liczba naturalna: dziedzina jest cala prosta rzeczywista;
e 1 liczba catkowita ujemna: dziedzina jest prosta rzeczywsita bez zera;

e r liczba dodatnia rzeczywista niecatkowita: dziedzina jest polprosta
dodatnia z zerem;

e 1 liczba ujemna rzeczywista niecatkowita: dziedzina jest pétprosta do-
datnia bez zera.

Funkcja ta jest rosnaca dla wszystkich wykladnikéw dodatnich, stata dla
wyktadnika 0 i malejaca dla wykladnikéw ujemnych.
Wykresy mozna zobaczy¢ na pliku: “funkcje_w2.nb”



4. Funkcja wykladnicza

Zdefiniowalismy tez funkcje wykladnicza: f(z) = a*, a > 0, gdzie argu-
mentem jest wykladnik a podstawa jest ustalonag liczba rzeczywista. Dziedz-
ina tej funkcji jest cala prosta rzeczywista i jest ona rosnaca dla a > 1, stala
da a =11 malejaca dla a < 1.

Ponizej wykres dla a = 2.
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Wiecej wykresow jest w pliku: “funkcje_w2.nb”



Tablica 2.1

Wilasnosci funkcji potegowej i
wykladnicze]j

Niech x > 0, y, z — liczby rzeczywiste.

Yy >zrdlad< <1

(5)jesli 0 < = < gy, to x* < y~* dla
z>01i2">y*dlaz<0



Funkcja wykladnicza stuzy do modelowania zjawisk, gdzie w jednostce
czasu nastepuje zwielokrotnienie wielko$¢i (np. co staly odcinek czasu pod-
wojenie wielkosci lub zmniejszenie wielkosci o potowe)

Przyktady:

e wzrost z nieograniczonymi zasobami (“wzrost malthuzjanski”), zwykle
po pewnym czasie musi nastapi¢ zahamowanie. Gdy wzrost nastepuje
z ograniczonymi zasobami lepszym modelem jest tzw. funkcja logisty-

a

czna:
(t) = ——
®) 14 62—
gdzie a, b, ¢ sa parametrami procesu. Zwykle tez liczba 2 w mianowniku

zastapiona jest liczba e. Wykres w pliku: “funkcje_w2.nb”

e rozpad radioaktywny: izotopy radioaktywne maja tzw. czas polowicznego
rozpadu tj. czas w ktorym polowa probki zaniknie na skutek przek-
sztalcenia w inne izotopy z wytworzeniem promieniowania. Jesli:

— 112 jest czasem polowicznego rozpadu;
— Ny jest poczatkowa liczba atomoéw izotopu;

— t czas;

N(t) liczba atoméw po czasie t;

Wéwezas: t

N(t) = No2 "7z

e Datowanie metoda wegla C4:
Metoda datowania znalezisk archeologicznych opracowana przez ame-
rykanskiego fizyka Willarda Libby ok. 1950 roku. Idea jest prosta: caly
wegiel na ziemi sklada sie z izotopéw C'? i C1? (trwatych) i §ladowych
ilosci nietrwalego izotopu C' (jeden atom $rednio na 10'? atoméw).
Izotop ten stale powstaje na skutek dzialania promieniowania kos-
micznego na atomy azotu i wchodzi w sktad atmosferycznego dwutlenku
wegla. Rosliny zyjac pochtaniaja dwutlenek wegla (w tym zawierajacy
wegiel C'*) wige w tkankach roélin proporcje izotopéw sa takie jak w
powietrzu. W momencie $mierci rosliny proces ten zamiera - trwale izo-
topy wegla pozostaja a nietrwaly izotop ulega powolnemu rozkladowi z
czasem polowicznego rozpadu: 5730140 lat. Jesli zmierzymy w probce



organicznej proporcje wegla trwatego do nietrwalego to mozemy ocenic
wiek (obecnie metoda dziata do ok. 60 tys lat wstecz przy czym dla
ostatnich 6 tys. lat z dokladnoscia ok. 16 lat).

Sa oczywiscie problemy: ilos¢ izotopow nietrwalych okazata sie by¢

zmienna historycznie a takze wzgledem potozenia na kuli ziemskie;j.

Inna funkcja podobna z ksztaltu do logistycznej jest tzw. krzywa Gom-
pertza:
9(z) = ca®

Wykres w pliku: “funkcje_w2.nb”.



5. Funkcja logarytmiczna
Powstaje pytanie czy istnieje funkcja odwrotna do wykltadniczej. Odpowiedz

jest o ile podstawa jest dodatnia rézna od 1.
Twierdzenie 2 Niech b > 0, b # 1, oraz x > 0, to istnieje doktadnie jedna
liczba rzeczywista y taka, ze x = bY. Liczbe y nazywamy logarytmem z x przy

podstawie b.

Oznaczenie: log, =
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Funkcja logarytm jest rosnaca dla podstawy b > 1 i malejaca dla pod-
stawy b < 1. Najwazniejsze podstawy:

e b =10 logarytm dziesietny log;
e ) = e logarytm naturalny In;

e b =2 logarytm dwdéjkowy (o podstawie dwa), log,.



Wazne zastosowanie: jesli chcemy obrazowa¢ funkcje f zmieniajaca skale
wielkosci, np. w czesdci dziedziny jest rzedu 1, w czedci rzedu 10, a w czesci
rzedu 1000 wtedy lepiej robi¢ wykres logarytmiczny tzn. wykres funkcji log f
(zlozenie). Jesli wartosé f rosnie 10 razy to wartos$¢ log f rosnie tylko o 1!!

Przyktad zastosowania skali logarytmicznej: miara hatasu - decybele wzrost
wartosci w decybelach o 10 oznacza dwukrotny wzrost hatasu.

Wykresy funkcji logarytmicznej i wykresy w skali logarytmicznej sa w
pliku: “funkcje_w2.nb”



Tablica 2.2

Wilasnosci funkcji
logarytmicznej

Niech £ > 0, y > 0, z dowolne,
a,b > 0 — liczby rzeczywiste, a # 1,

b1

1) logy x - y = logy x + logy y

(1)

(2) logp 3 = logp @ — logp y
(3) logy x* = z - logy x

(4) log, x = log, b - logy x
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6. Funkcje wymierne

a) funkcja liniowa f, f(z) = ax lub afiniczna (!!) g, g(z) = ax + b:

Funckje te modeluja procesy gdzie przyrost wielkosci jest jednostajny w
czasie np. polozenie w ruchu jednostajnym, zysk w stabilnej firmie. Modele
liniowe (wliczajac w to afiniczne) sa zwykle malo realistyczne, a przynjamniej
realistyczne tylko w ograniczonym zakresie argumentu:

Przyktad:

e prawo sprezystosci Hooke’a: wydhuzenie lub skrécenie preta zalezy lin-
iowo od sily rozciagajacej lub $ciskajacej — jedli sita rozciagajaca zblizy
sie¢ do wartosci granicznej (wytrzymalosé preta) to proces traci charak-
ter liniowy a w koncu takze ciagto$¢ (zerwanie preta).

b) funkcje wielomianowe: np. modele kwadratowe opisuja zjawiska gdzie
przyrost wielkosci w jednostkach czasu rosnie jednostajnie (polozenie w ruchu
jednostajnie przys$pieszonym).

¢) Funkcja wymierna to funkcja postaci:

Ap @™ 4 Ay 2" 4 a T+ ag
A ™ + Q1™ 4 -+ a1z + ag

fz) =

Dziedzina jest prosta rzeczywista z usunietymi pierwiastkami mianownika.
Wykres takiej funkeji moze wygladaé¢ bardzo dziwnie. Patrz plik: “funkcje_w2.nb”

d) Szczegdlnie interesujace sa funkcje wymierne gdzie mianownik i licznik
sa wielomianami stopnia 1 tj. funkcje homograficzne. Ich wykresem sa hiper-
bole. Patrz plik: “funkcje_w2.nb”

Ogolna postac:
ar +b
cr+d

flx) =

e) Przeksztalcajac mamy:

_ax+b  (afc)r+ (b/c) /e
f(x)_c(x—i—d/c)_ x+ (d/c) = (a/e) +

(b/c) — (ad/c?)
x+ (d/c)

czyli nowa postaé¢ ogdlna:




dla odpowiednio dobranych «, (3, d. Ta nowa posta¢ pozwala tatwiej zrobié¢
wykres i zrozumie¢ co sie dzieje. Dziedzina jest prosta rzeczywista bez liczby
—0, wzrost # powoduje wzrost wartosci funckji w sposéb liniowy. Zmiana
0 powoduje przesuwanie wykresu wzdluz osi OX. W koncu zmiana « to
mnozenie jednej komponenty. Patrz plik: “funkcje_w2.nb”
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7. Funkcje trygonometryczne

Zakladam, ze znaja Panstwo funkcje trygonometryczne kata ostrego defin-
iowane w trdjkacie prostokatnym.

Bierzemy troéjkat prostokatny o przeciwprostokatnej rownej 1. Wowcezas
sinus kata ostrego w tym troéjkacie to dlugos¢ przyprostokatnej na przeciw
kata a cosinus to dlugos¢ przyprostokatnej przy kacie.

W szkole mierzy sie kat w stopniach wiec mamy w ten sposéb sinus i
cosinus od 30 stopni, 45 stopni i np. 57,5 stopnia.

My bedziemy si¢ postugiwa¢ miara tukowa kata: miara kata jest dilugosé
tuku wycietego przez ten kat na okregu o promieniu 1 i sSrodku w wierzchotku
kata.

stopnie miara tukowa

30° /6
45° /4
60° /3
0° w2
180° 7T
360° 2m

Miara tukowa jest wielkoscia niemianowana (!!) bo formalnie jest sto-
sunkiem tuku do promienia. Zatem dostajemy w ten sposéb sinus, cosinus,
tangens i cotangens liczb rzeczywsitych od 0 do /2.

W pliku: “funkcje_w2.nb” jest dynamiczny rysunek wyjasniajacy definicje
funkcji sinus dla dowolnych liczb: aby obliczy¢ wartosé sinusa dla ¢ nalezy
porusza¢ sie¢ od punktu (1,0) na okregu o srodku (0,0) w kierunku prze-
ciwnym do wskazowek zegara po drodze o dlugosci t i znalezé wspolrzedne
(x,y) uzyskanego punktu. Wéwezas

sint =y, cost =x
Funkcje tangens i cotangens definiuje sie jak nizej:
tgt =sint/ cost, ctgt = cost/sint.

Wykresy znajda Panstwo w pliku: “funkcje_w2.nb” .
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Wilasnosci funkcji
trygonometrycznych zmiennej
rzeczywistej

(1) tgt jest zdefiniowany dla t # k7w + 7/2, k € Z;
(2) ctgt jest zdefiniowany dla t # km, k € Z;

(3) sin i cos sa funkcjami ograniczonymi z géry przez 1 a z
dotu przez —1 27-okresowymi tj. zmiana argumentu o
wielokrotnosé¢ 2w nie zmienia wartosci funkcji;

(4) sin jest funkcja nieparzysta a cos funkcja parzysta;
(5) tg i ctg sa funkcjami m-okresowymi nieograniczonymi i nie-
parzystymi.

2

sin?x 4+ cos? x = 1, “wzér jedynkowy”;

7) sin(t + u) = sint cosu + cost sin u;

(
(
(8) cos(t + u) = cost cosu — sin t sin u;
(

2 2

10) cost + cosu = 2cos (&) cos (5%);

11) sint + sinw = 2sin (t2“) COS (t_T“ .

N—"

)
)
)
9) cost — cosu = 2sin (&) sin (4);
)
)
)
)

(
(
(12) cosz = sin(x + 7/2);
(

13) sinz =sin(mr—z), sinz = —sin(z+7), “wzory redukcyjne
dla sinusa”;
(13) cosx = —cos(m—x), cosx = —cos(x+m), “wzory reduk-

cyjne dla cosinusa”;
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8. Funkcje kolowe (odwrotne do trygonometrycznych
Poniewaz sin jest réznowartosciowy na przedziale [—m /2, 7 /2] wiec istnieje
tu funkcja odwrotna arcusinus

arcsin z, arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2].
Podobnie istnieje funkcja odwrotna do cos zwana arcuscosinus
arccos, arccos : [—1,1] — [0, 7].
Funkcja odwrotna do tangensa zwana jest arcustangens
arctg, arctg : (—oo0,00) — (—7/2,7/2)
Funkcja odwrotna do cotangensa to arcuscotangens:
arcctg, arcctg : (—o0,00) — (0,7)
Wykresy znajda Panstwo w pliku: “funkcje_w2.nb”

9. Funkcje hiperboliczne
Sinus hiperboliczny:
sinhz = (" — e *)/2

Cosinus hiperboliczny:
coshz = (e +e7%)/2

Tangens hiperboliczny:

T —x

tghx = tanhz = sinhz/ coshz = S
Cotangens hiperboliczny
ctghz = coshz/sinhx = 1/tanhx

Wykresy znajda Panstwo w pliku: “funkcje_w2.nb”

15



10. OS rzeczywista

Liczby rzeczywiste maja interpretacje geometryczna jako punkty na proste;j.
Ustalajac punkt odpowiadajacy zeru i punkt odpowiadajacy 1 (rézny od
zera) ustalamy wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie punktéw prostej na
zbior liczb rzeczywistych.

Rysunek!!

Wartosc bezwzgledna liczb rzeczywistych

2] x gdy = > 0;
T =
—x gdy x < 0.

Wiasnosci:

o —|z] < <|zf;

o |z-yl=lz[-[yl;

o |z +y| <zl + yl.

Odleglo$é¢ punktéw na osi:

d(z,y) = |v —y|

Spelnia warunki:

o d(r,y) =0z =y;

o d(z,y) = d(y,x);

o d(x,y) <d(z,z)+d(z,vy).

11. Rozszerzona o$ rzeczywista
Wprowadza sie symbole +o00 1 —o00, zbiér R U {+00, —oo} to tzw. rozsz-
erzony zbior liczb rzeczywsitych. Zaktada sie, ze

VeeR: —oco<zx<-+00
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Tablica 2.3

Dzialania na symbolach
nieskonczonosé

(1) Jedli x € R, to

®r+00=+4+00+2T =400
L —00=—00+2T=—00

® +00 + 00 = +00

O O —OXN = —O
T _x
.—l—oo_—oo 0

e (+00) - (+00) = (—00) - (—0) = 400
e (+00) - (—00) = (—00) - (+00) = —00.
(2) Jesli x > 0, to
ez (+00) = (+00)-x
o1 (—00)=(—00) - =—00.
(3) Jesli x < 0, to
® 1 (4+00) = (400) - =—00
o - (—00)=(—00) -z =400
(4) Dziatania niewykonalne to 400 — oo, 0 - (£00), 7,

+oo
Too ltd
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12. Poréwnanie liczb rzeczywistych i maszynowych (arytmetyki
zmiennoprzecinkowej komputera)
Liczby komputera dane sa w postaci:

emb"
gdzie zapisane w pamieci sa liczby €, m, w oraz:
e ¢ - znak;
e m mantysa ustalonej dlugosci;
e )b baza arytmetyki, zwykle 2, 10 lub 16;
e w wykladnik tez ustalonej dlugosci.

Zatem liczby komputerowe sa dyskretne !!! i nie pokrywaja calej osi.
Co wigcej jest ich przy ustalonej arytmetyce skonczenie wiele. Odleglos¢
miedzy dwoma sasiednimi liczbami nazywa sie “ulp”. dokonujac obliczen
maszyna uzyskuje wynik ktéry na ogdt nie jest liczba maszynowa wiec musi
byc zaokraglona wg. pewnych regut do jakiejs liczby maszynowej. Teorety-
cznie blad takiego zaokraglenia nie powinien by¢ wiekszy niz 1/2 ulp ale w
praktyce moze sie kumulowac.

Druga wazna sprawa: w liczbach maszynowych kolejnos¢ dziatan odgrywa
role (inaczej niz w arytmetyce rzeczywistej).

Wiecej informacji w pliku: “arytmetyka_w2.nb”
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