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Wyklad 6

1. Szeregi o wyrazach nieujemnych
Szereg Z;’io a;, gdzie a,, > 0 jest tatwiej badac gdyz ciag sum czgsciowych
jest niemalejacy:

n+1 n
Sp41 = E aj; = E aj | +app1 = Sy + Apy1 = Sy
j=0

j=0
Zatem zbiezno$¢ szeregu jest rownowazna ograniczonosci ciagu sum czesciowych

a suma szeregu to kres gorny zbioru wartosci sum czesciowych. Ten warunek
jest nieczuly na przestawianie kolejnosci wyrazow!! Zatem

Whniosek 1 Szereg o wyrazach nieujemnych jest zbiezny lub rozbiezny niezalezinie
od kolejnosci wyrazow @ jego suma tez nie zalezy od kolejnosci wyrazow.

Definicja 2 Szereg jest bezwzglednie zbiezny wtedy gdy jest zbiezny szereg
ztozony z modutow jego wyrazow.

Przyktad:

e Szereg anharmoniczny jest zbiezny, ale nie bezwzglednie zbiezny.

e Szereg Z]Oil (_]é)j jest zarowno zbiezny jak i bezwzglednie zbiezny.
Twierdzenie 3 Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbieiny i suma nie zalezy

od kolejnosci wyrazow.

Dowdéd pierwszej czesci: Wykorzystujemy warunek Cauchy’ego dla

szeregOw i nierownosc:
m m
> a;l <Y layl
j=n j=n

Teraz podamy kryteria zbieznosci bezwzglednej, ktore tez stanowia kry-
teria zbiezno$ci szeregdw o wyrazach nieujemnych.



Tablica 7.2

Kryteria bezwzglednej
zbieznosci szeregow

Kryterium poréwnawcze

Niech (ap,)nen 1 (by)nen beda dwoma ciagami zespolonymi. Jesli
dla prawie wszystkich n € N zachodzi |a,| < b, to ze zbieznosci
szeregu » o b, wynika zbieznosé bezwzgledna szeregu Y7 ay,.

Kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego
Dla danego szeregu >~ a, o wyrazach zespolonych oznaczmy

a :=limsup,,_ ., /|a,|. Wowczas:
(a) jesli @ < 1, to szereg Y, a, jest bezwzglednie zbiezny;

(b) jesli > 1, to szereg Y, a, jest rozbiezny.

Kryterium ilorazowe d’Alemberta
Niech Y~ a, bedzie szeregiem o wyrazach zespolonych nieze-
rowych. Wéwcezas

(a) jest on bezwzglednie zbiezny, gdy

a
lim sup ntll < 1;
n—oo aTL
(b) jest on rozbiezny, gdy
lim inf |21 > 1.
n—00 an,




Przyktady:
e Szereg Z;io % Stosujemy kryterium ilorazowe:

n! 1
= —
(n+1)! n+1

0

Szereg zbiezny.

e Szereg Z;; n% badamy kryterium ilorazowym i pierwiastkowym i dosta-
jemy granice 1 , a wiec te kryteria nie rozstrzygaja.

Przykladowo udowodnimy kryterium ilorazowe:
Jesli

An+1

an

<1

lim sup

n—oo

to istnieje N € N oraz dodatnie ¢ < 1 takie, ze dlan > N

Qp41
ap,

<q

zatem
lanii| < ¢"an

czyli z kryterium poréwnawczego szereg jest zbiezny bo szereg geometryczny
> oo ¢ an jest zbiezny.
Jesli z kolei
41
an

lim inf

n—oo

> 1,

to istnieje N € N i ¢ > 1 takie, ze dla n > N zachodzi

Qp+1

> q,

G,

zatem
lanti| > ¢"an

czyli wyraz ogdlny szeregu nie dazy do zera i szereg musi by¢ rozbiezny. O



2. Liczba e
Wyobrazmy sobie, ze wktadamy do banku kapital £ na 1 rok z oprocen-
towaniem y procent, wéwczas dla z = y/100 po roku mamy kapital wraz z

odsetkami:
k(1+z)

Jesli kapitalizacja nastepuje 12 razy w ciggu roku to po jednym roku otrzy-
mamy:
k(14 2/12)"

co jest liczba troche wigksza:
Np. dla z = 0.1, k£ = 1000

k(1 + z) = 1100, k(1 + 2/12)" = 1104, 71
ale np. jesli te sama kwote wlozymy na 20 lat przy kapitalizacji rocznej

mamy:
k(14 2)* = 6727.5

przy kapitalizacji miesigcznej:
k(1 + 2/12)*° = 7328.07
przy kapitalizacji co dziennej:

k(1 + 2/365)™% = 7387.03

Problem: (Bernoulli) Czy zwigkszajac czgstotliwosé kapitalizacji zwigkszamy
zysk w nieskoriczonos¢ czy tez istnieje jaka$ granica tego procesu?

Innymi stowy czy istnieje granica ciagu:
E(1+z/n)"

Wartosé ta oznaczataby “ciagla” kapitalizacje. Zbadajmy ciag

wy, = (14 2z/n)" z>0



Stosujemy wzér dwumianowy Newtona:

i () (2 )awen () Jarte

i otrzymujemy:

1 22 23 2"
= +Z+§+§+"'+m
Zatem jesli s, sa sumami czesciowymi szeregu

[e.e] n

>

Jj=0

to mamy:
wn S 87’1

Z drugiej strony dla n > m, m ustalone:

2 1 m 1 2 —1
wy > 4ot (1== )4+ (1==)(1=2) ... (1=-Z —a,
21 n m! n n n

otrzymujemy:

lim inf w,, > liminf a,, = lim a,, = s,,

Wystarczy zatem zbadaé szereg

Zastosujemy kryterium ilorazowe:

2Ll z
(n+1)! 2" n+1




Szereg zbiezny.
Z powyzszego mamy:

. z
lim w,, = E —
n—00 n!

Definicja 4 Wspdlng wartosé powyzszych liczb dla z = 1 oznaczamy przez
e i nazywamy podstawg logarytmu naturalnego.

Wezmy teraz z = § > 0 wymierne. Wowczas:

N 1 (gn/p)-(p/q)
(1+2) = (14—
n qn/p

Wyrywajac podciag po n podzielnych przez p (tj. n = pm) dostajemy

p/q

1 (qm)
(1—1——) — el dla m — oo.

qam

Zatem N
lim (1 + —) — Pl
n

n—oo

Wezmy dowolne z € R, z > 0, wowczas dla

S Z\ "
s2) =3 oy =l (14 )

J=0

mamy:

¢ =inf{s(p/q) :  p/qg >z} =s(2) Zsup{s(p/q): p/g<z}=¢

czyli udowodnilismy dla z > 0:

Twierdzenie 5

z_ s \"
e —Zn!—gingo<1+n> dla z € R



Przyktad:
e Szereg > 7, 2L Stosujemy kryterium ilorazowe:

(n+1)! n" 1 1 <1
- e = s X
(n+1)mt nl o (145" e

Szereg zbiezny.



3. Szybkosé¢ zbieznosci

Szeregi stosuje sie¢ do przyblizania réznych wielkosci (np. wyliczania
wartosci réznych funkeji) — powyzej mieliSmy pierwszy taki przyktad: przy-
blizanie wartosci stalej e. Szeregi bardzo dobrze sie do tego nadaja: kazde
kolejne przyblizenie powstaje przez dodanie nowo wyliczonego wyrazu do
poprzedniego przyblizenia (sumy czesciowej). W kazdym kroku wylicza sie
tylko “poprawke”.

Poréwnajmy: jesli liczymy liczbe e granica ciagu (1 + %)n to wyliczenia
poprzedniego wyrazu sa bezuzyteczne przy wyliczaniu nastepnego. Jesli jed-
nak wyliczamy e jako sume szeregu Z;’io % to kazde kolejne przyblizenie, to
kolejna suma czesciowa Z;L:O% i do wyliczenia nastepnej sumy wystarczy

1

wykorzysta¢ poprzednia sume i dodaé (R Lepszy algorytm.

W praktyce wazne jest jak szybko szereg zbiega. Policzmy:

= 1 1 1 1
_ s, = < 1
e j:zn;dj!_(n—i_l)!( +n+2+(n+2)2+ )
1 11 n42
(n+N1—--L  (h+1)n+1

I n+1 1
“(n+D! n n-n!

czyli oszacowanie e przez n-ta sume czesciowa szeregu jest bardzo dobre! Dla

n =5 blad to 1/600.

Poréwnanie szybkodci zbieznosci powyzszego ciagu i szeregu dane jest w
pliku: “liczba_e_w6.nb”
Wartosé
e~ 2.71828



