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1. Szeregi o wyrazach nieujemnych
Szereg

∑∞
j=0 aj, gdzie an ≥ 0 jest Ãlatwiej badać gdyż cia̧g sum czȩściowych

jest niemaleja̧cy:

sn+1 =
n+1∑
j=0

aj =

(
n∑

j=0

aj

)
+ an+1 = sn + an+1 ≥ sn

Zatem zbieżność szeregu jest równoważna ograniczoności cia̧gu sum czȩściowych
a suma szeregu to kres górny zbioru wartości sum czȩściowych. Ten warunek
jest nieczuÃly na przestawianie kolejności wyrazów!! Zatem

Wniosek 1 Szereg o wyrazach nieujemnych jest zbieżny lub rozbieżny niezależnie
od kolejności wyrazów i jego suma też nie zależy od kolejności wyrazów.

Definicja 2 Szereg jest bezwzglȩdnie zbieżny wtedy gdy jest zbieżny szereg
zÃlożony z moduÃlów jego wyrazów.

PrzykÃlad:

• Szereg anharmoniczny jest zbieżny, ale nie bezwzglȩdnie zbieżny.

• Szereg
∑∞

j=1
(−1)j

j2 jest zarówno zbieżny jak i bezwzglȩdnie zbieżny.

Twierdzenie 3 Szereg bezwzglȩdnie zbieżny jest zbieżny i suma nie zależy
od kolejności wyrazów.

Dowód pierwszej czȩści: Wykorzystujemy warunek Cauchy’ego dla
szeregów i nierówność: ∣∣∣∣∣

m∑
j=n

aj

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

j=n

|aj|

2

Teraz podamy kryteria zbieżności bezwzglȩdnej, które też stanowia kry-
teria zbieżności szeregów o wyrazach nieujemnych.
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Tablica 7.2

Kryteria bezwzglȩdnej
zbieżności szeregów

Kryterium porównawcze
Niech (an)n∈N i (bn)n∈N bȩda̧ dwoma cia̧gami zespolonymi. Jeśli
dla prawie wszystkich n ∈ N zachodzi |an| ≤ bn, to ze zbieżności
szeregu

∑∞
n=0 bn wynika zbieżność bezwzglȩdna szeregu

∑∞
n=0 an.

Kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego
Dla danego szeregu

∑∞
n=0 an o wyrazach zespolonych oznaczmy

α := lim supn→∞
n
√
|an|. Wówczas:

(a) jeśli α < 1, to szereg
∑∞

n=0 an jest bezwzglȩdnie zbieżny;

(b) jeśli α > 1, to szereg
∑∞

n=0 an jest rozbieżny.

Kryterium ilorazowe d’Alemberta
Niech

∑∞
n=0 an bȩdzie szeregiem o wyrazach zespolonych nieze-

rowych. Wówczas

(a) jest on bezwzglȩdnie zbieżny, gdy

lim sup
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ < 1;

(b) jest on rozbieżny, gdy

lim inf
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ > 1.
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PrzykÃlady:

• Szereg
∑∞

j=0
1
j!
. Stosujemy kryterium ilorazowe:

n!

(n + 1)!
=

1

n + 1
→ 0

Szereg zbieżny.

• Szereg
∑∞

j=1
1
n2 badamy kryterium ilorazowym i pierwiastkowym i dosta-

jemy granicȩ 1 , a wiȩc te kryteria nie rozstrzygaja̧.

PrzykÃladowo udowodnimy kryterium ilorazowe:
Jeśli

lim sup
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ < 1

to istnieje N ∈ N oraz dodatnie q < 1 takie, że dla n ≥ N

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ < q

zatem
|aN+k| ≤ qkaN

czyli z kryterium porównawczego szereg jest zbieżny bo szereg geometryczny∑∞
k=0 qkaN jest zbieżny.
Jeśli z kolei

lim inf
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ > 1,

to istnieje N ∈ N i q > 1 takie, że dla n > N zachodzi

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ > q,

zatem
|aN+k| ≥ qkaN

czyli wyraz ogólny szeregu nie da̧ży do zera i szereg musi być rozbieżny. 2
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2. Liczba e
Wyobraźmy sobie, że wkÃladamy do banku kapitaÃl k na 1 rok z oprocen-

towaniem y procent, wówczas dla z = y/100 po roku mamy kapitaÃl wraz z
odsetkami:

k(1 + z)

Jesli kapitalizacja nastȩpuje 12 razy w cia̧gu roku to po jednym roku otrzy-
mamy:

k(1 + z/12)12

co jest liczba̧ trochȩ wiȩksza̧:
Np. dla z = 0.1, k = 1000

k(1 + z) = 1100, k(1 + z/12)12 = 1104, 71

ale np. jeśli tȩ sama̧ kwotȩ wÃlożymy na 20 lat przy kapitalizacji rocznej
mamy:

k(1 + z)20 = 6727.5

przy kapitalizacji miesiȩcznej:

k(1 + z/12)240 = 7328.07

przy kapitalizacji co dziennej:

k(1 + z/365)7300 = 7387.03

Problem: (Bernoulli) Czy zwiȩkszaja̧c czȩstotliwość kapitalizacji zwiȩkszamy
zysk w nieskończoność czy też istnieje jakaś granica tego procesu?

Innymi sÃlowy czy istnieje granica cia̧gu:

k(1 + z/n)n

Wartość ta oznaczaÃlaby “cia̧gÃla̧” kapitalizacjȩ. Zbadajmy cia̧g

wn := (1 + z/n)n z > 0
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Stosujemy wzór dwumianowy Newtona:

(a + b)n = an +

(
n
1

)
an−1b +

(
n
2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1 + bn

i otrzymujemy:

wn = 1 +

(
n
1

)
z

n
+

(
n
2

)
z2

n2
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
zn−1

nn−1
+

(
n
n

)
zn

nn
=

= 1 + z +
z2

2!

(
1− 1

n

)
+

z3

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+

· · ·+ zn

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
≤

≤ 1 + z +
z2

2!
+

z3

3!
+ · · ·+ zn

n!

Zatem jeśli sn sa̧ sumami czȩściowymi szeregu

∞∑
j=0

zn

n!

to mamy:
wn ≤ sn

Z drugiej strony dla n ≥ m, m ustalone:

wn ≥ 1+z+
z2

2!

(
1− 1

n

)
+· · ·+zm

m!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− m− 1

n

)
:= an

otrzymujemy:
lim inf wn ≥ lim inf an = lim an = sm

Wystarczy zatem zbadać szereg

∞∑
j=0

zn

n!

Zastosujemy kryterium ilorazowe:

zn+1

(n + 1)!
· n!

zn
=

z

n + 1
→ 0
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Szereg zbieżny.
Z powyższego mamy:

lim
n→∞

wn =
∞∑

j=0

zn

n!

Definicja 4 Wspólna̧ wartość powyższych liczb dla z = 1 oznaczamy przez
e i nazywamy podstawa̧ logarytmu naturalnego.

Weżmy teraz z = p
q

> 0 wymierne. Wówczas:

(
1 +

z

n

)n

=

(
1 +

1

qn/p

)(qn/p)·(p/q)

Wyrywaja̧c podcia̧g po n podzielnych przez p (tj. n = pm) dostajemy

[(
1 +

1

qm

)(qm)
]p/q

→ ep/q dla m →∞.

Zatem
lim

n→∞

(
1 +

z

n

)n

= ep/q

Weźmy dowolne z ∈ R, z > 0, wówczas dla

s(z) :=
∞∑

j=0

zn

n!
= lim

n→∞

(
1 +

z

n

)n

mamy:

ez = inf{s(p/q) : p/q > z} ≥ s(z) ≥ sup{s(p/q) : p/q < z} = ez

czyli udowodnilísmy dla z > 0:

Twierdzenie 5

ez =
∞∑

j=0

zn

n!
= lim

n→∞

(
1 +

z

n

)n

dla z ∈ R
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PrzykÃlad:

• Szereg
∑∞

j=0
n!
nn Stosujemy kryterium ilorazowe:

(n + 1)!

(n + 1)n+1
· nn

n!
=

1(
1 + 1

n

)n →
1

e
< 1.

Szereg zbieżny.
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3. Szybkość zbieżności
Szeregi stosuje siȩ do przybliżania różnych wielkości (np. wyliczania

wartości różnych funkcji) — powyżej mielísmy pierwszy taki przykÃlad: przy-
bliżanie wartości staÃlej e. Szeregi bardzo dobrze siȩ do tego nadaja̧: każde
kolejne przybliżenie powstaje przez dodanie nowo wyliczonego wyrazu do
poprzedniego przybliżenia (sumy czȩściowej). W każdym kroku wylicza siȩ
tylko “poprawkȩ”.

Porównajmy: jesli liczymy liczbȩ e granica̧ cia̧gu
(
1 + 1

n

)n
to wyliczenia

poprzedniego wyrazu sa̧ bezużyteczne przy wyliczaniu nastȩpnego. Jeśli jed-
nak wyliczamy e jako sumȩ szeregu

∑∞
j=0

1
j!

to każde kolejne przybliżenie, to

kolejna suma czȩściowa
∑n

j=0
1
j!

i do wyliczenia nastȩpnej sumy wystarczy

wykorzystać poprzednia̧ sumȩ i dodać 1
(n+1)!

. Lepszy algorytm.
W praktyce ważne jest jak szybko szereg zbiega. Policzmy:

e− sn =
∞∑

j=n+1

1

j!
≤ 1

(n + 1)!

(
1 +

1

n + 2
+

1

(n + 2)2
+ . . .

)

=
1

(n + 1)!

1

1− 1
n+2

=
1

(n + 1)!

n + 2

n + 1

≤ 1

(n + 1)!

n + 1

n
=

1

n · n!

czyli oszacowanie e przez n-ta̧ sume czȩściowa̧ szeregu jest bardzo dobre! Dla
n = 5 bÃla̧d to 1/600.

Porównanie szybkości zbieżności powyższego cia̧gu i szeregu dane jest w
pliku: “liczba e w6.nb”

Wartość
e ≈ 2.71828

8


