Rozdzial 8

Ciagi i szeregi funkcyjne

8.1 Zbieznos¢ ciagu i szeregu funkcyjnego
Dla skrocenia zapisu przyjmijmy pewne oznaczenie.

Definicja. Niech X.Y # 0. Przez Y oznaczamy zbiér wszystkich funkeji okrelonych
na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y.

Definicja ciggu funkcyjnego. Niech X C R, X # (). Funkcje okreélong na zbiorze N o
wartosciach w zbiorze funkeji R* nazywamy ciggiem funkcyjnym i oznaczamy ( f,)nen lub
(fa)pe, lub f, : X - R, n=1,2, ..., piszemy réwniez (f,)nen C R¥ lub (f,), C RX.

n=1

Definicja zbieznosci ciggu funkcyjnego. Niech (f,), C R¥. Méwimy, ze cigg funk-
cymy (fa)oz, jest zbieziny, gdy istnieje funkcja f : X — R taka, ze dla kazdego = € X za-
chodzi f(z) :JLnolo Jn(x). Funkeje f nazywamy granicg ciagu (f,)>, i piszemy f :nh_'njl( fn-

Ciag funkcyjny, ktory nie jest zbiezny, nazywamy rozbieznym.

Uwaga 8.1.1. Niech (f,):2,,(9.)2; C RX bedg ciggami funkcyjnymi zbieinymi odpo-
wiednio do f,g : X — R. Wprost z wlasnosci granic ciggéw liczbowych dostajemy, Ze:
suma (fn + gn)pe,, 16znica (f, — ga)2; i tloczyn (fn9.)2, s@ ciggami zbieznymi odpo-
wiednio do f + g, f — g i fg. Jesli ponadto g(x) # 0, go(z) #0 dlaz € X orazn €N, to
ciqg (Jg[;i):o_l jest zbiezny do *5.

Definicja szeregu funkcyjnego. Niech (f,)2, C R¥ bedzie ciggiem funkcyjnym.
Ciag funkeyjny s, = fi + --- + fa, n = 1,2, ... nazywamy ciggiem sum czesciowych
Ciqgu (fn);"f:r ;
Szeregiem funkcynym nazywamy pare uporzadkowana ((f,)%,, (s,)32,) i oznaczamy

> fn- Wtedy ciag (s,)2, nazywamy ciggiem sum czesciowych szereqgu 5. f,.

n=1 n=1

Definicja zbieznosci szeregu funkcyjnego. Szereg funkcyjny io: S gdmie ([)2, C
n=1

R¥nazywamy zbieinym, gdy zbiezny jest jego cigg sum czesciowych. Jesli s : X — R jest
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0
granicg ciggu sum czesciowych szeregu Y f,, to méwimy, ze szereg ten jest zbiezny do

n=1

o0

s, funkcj¢ s za$ nazywamy sumgq tego szerequ i piszemy s =3, f,.
n=1

Szereg funkcyjny, ktory nie jest zbiezny nazywamy rozbieinym.

Uwaga 8.1.2. Niech fn(z) = 2™, x € (—=1,1], n=1,2,... Cigg ten jest zbiezny do funkcji
g : (=1,1] — R okreslonej wzorem g(z) = 0 dla = € (=1,1) oraz g(1) = 1. Szereg

funkcyjny za$ %oj [a() jest rozbieiny, gdyz rozbieiny jest w punkcie x = 1. Szereg ten
n=1

rozwazany w zbiorze (—1,1) jest zbieiny i jego sumg jest i,

Uwaga 8.1.3. Przypomnijmy, ze dla k € Z oznaczamy Zy = {m € Z: m > k}. Podobnie
Jak w przypadku ciggow i szeregéw liczbowych, w wielu zagadnieniach wygodnie jest rozwa-
zac ciqgi 1 szeregi funkcyjne w nieco ogdlniejszym sensie, gdzie wskazniki przebiegajg zbior
LZy. Doktadniej, niech X C R, X # 0. Funkcje okreslong na zbiorze Zy o wartosciach w
zbiorze funkcji RX nazywamy ciggiem funkcyjnym i oznaczamy (fn)nez, lub (fn)%, lub
o X >R, n=kk+1,.. b fy, fes1, ..., piszemy réwniez (f,)°°, C RY.

Podobnie postgpujemy dla szeregéw funkcyjnych. Niech (f,)2, C RX bedzie ciggiem
Junkeyjnym. Cigg funkcyjny s, = fi + -+ + fu, n = k. k + 1,... nazywamy ciggiem sum
czgsciowych ciggu (fn)2,.

Szeregiem funkcyjnym nazywamy pare uporzqdkowang ((fn)y, (5n)2% ) @ 0znaczamy

f fn. Wtedy cigg (sn);2, nazywamy ciggiem sum czesciowych szerequ Y. f.
k

! kPodobm'e Jak wyzej deiniujemy pojecia zbieznosci ciggu i szeregu funzcyjnego. W dal-
szym ciggu ograniczymy si¢ gléwnie do ciggow i szeregéw ktérych wskazniki przebiegajq
zbidr liczb naturalnych (wyjgtek stanowiq szeregi potegowe). Wprowadzone dalej pojecia i
udowodnione twierdzenia przenoszq si¢ tatwo na ogdlny przypadek.

8.2 Jednostajna zbieznos$é ciggu funkcyjnego

Definicja jednostajnej zbieznosci ciagu funkcyjnego. Méwimy, ze cigg funkcyjny
(fa)pzy C R¥jest jednostajnie zbieiny, gdy istnieje funkcja f : X — R taka, ze dla
kazdego € > 0 istnieje N € R, ze dla kazdego n € N takiego, ze n > N oraz dla kazdego
x € X zachodzi |fn(z) — f(z)| < e. Wtedy méwimy, ze cigg (f,)2>, jest jednostajnie
zbiezny do funkcyi f i piszemy f, =3 f.

Uwaga 8.2.1. Niech (f,)>, C RX oraz niech f : X - R. Z definicyi zbieznosci mamy

f :nlg{.lo fn = v:cEX VE)O 3NEIR V1I>N |fn(‘1‘.) - f('r)l <eg
oraz
=3 © VesoINner Vasn Vazex |fulz) = f(z)| < £

Réznica miedzy definicjg zbieinosci ciggu funkcyjnego i zbieznosci Jednostajng polega na
tym, ze w pierwszej definicyi dobieramy N do x oraz do ¢, w drugiej za$ dobieramy N do
e, wspolne dla wszystkich x € X
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Bezposrednio z definicji dostajemy nastepujaca wlasnosc.
'~ Wiasnos¢ 8.2.2. Jesli cigg funkcyjny (f,)2%, C RX jest jednostajnie zbieiny do funkcji
f X — R, to cigg ten ]est zbzezny do f

e s A B i e

b e

Uwaga 8.2.3. Definicje zbieznosci i zbieznosci jednostajnej nie s row azne. Na przy-
ktad cigg funkcyjny f, : R — R, n € N okreslony wzorem fn(x; =2 zelR ]est zbzezny
do funkeji f(x) =0 dla x € R. Cigg ten nie jest jednak zbieiny ]ednostajme do funkcji f.

Podobme Jak dla szeregow liczbowych dostajemy
RS R A O R RN SRR B 0o

A S R B ALY T

r Wlasnosc 8.2.4. Niech (fn)224, (9a)2, C RX oraz niech f g: X—>R. JeSli fp 3 fi [/

j

\ 93900 (fatgn) 3 (f+9) oraz (fn —ga) 3 (f —9) |

: A A 50 5101 4650 48 5 M ol b s A
Dowéd. Wezmy dowolne £ > 0. Poniewaz f, = f, g, = g, to istnieje N € R, ze dla

kazdego n > N oraz x € X zachodzi

|fa(z) — f(2)] <

Woéwcezas dla n > N oraz x € X mamy

[fa(2) + gn(2) — f(2) — g(@)| < |ful(z) = f(@)] + |gn(z) — g(2)| < €

oraz lgn(z) — g9(z)| < %

| ™

[fn(z) = gn(x) — f(z) + g(z)| < |fal2) = f(@)] + |gn(z) — 9(2)| <&
To daje teze. O

\ Wtasno$é 8.2.5. Niech (f,)2,(9,)%, CRX oraz f,g: X - R. Jesli f, 3 f, 9a = g
oraz istnieje M € R, M > 0, ze |fu(z)|, |gn(z)| < M dla wszystkich x € X orazn € N, to
(fngn) (f9).

- .

Dowod Wezmy dowolne £ > 0. Pomewa.z fn =3 f gn 33 g, to istnieje N € R, ze dla
kazdego n > N oraz x € X zachodzi

€

@) = f@) < 5z oraz  |ga(a) — g(2)

2M

Poniewaz |g,(z)] < M dla z € X oraz n € N, wiec przechodzac do granicy mamy
lg(z)| < M dla z € X. W konsekwencji dla n > N oraz x € X mamy

|fn(2)gn(2) = f(2)g(2)] < | fa(@)llgn(z) —g(2) |+ |9(2) || fa(z) — f(2)] < MerMm =¢.
To daje teze. O

Uwaga 8.2.6. W powyiszej wlasnosci zalozenia, ze funkcje E , In_54 ogmmczone nie
Jnozna L 0pu czc Mzanowzcze ciggt fo(z) = T, golx) = -, T € n € N sq jednostagnie

.......

n?
hieine lecz ciag (fagn)>, nie jest jednostajnie zbieiny. Ponadto cigg (fa)X, nie jest
ograniczony.
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Podobnie jak wtasnosé¢ 8.2.5 dowodzimy

| Wlasnosé 8.2.7. Niech (f,)°, C RX oraz f, =% f, gdzie f : X = R. Jeslig: X — R
jest funkcjg ograniczong, to (fng) = (fg).

. g -
Wtasnosé 8.2.8. Niech (f,)2, C RX bedzie ciggiem funkcyjnym oraz niech f - X — R.
Oznaczmy

M, = sup{|fa(z) — f(z)| : z € X} dla n € N.
Wowczas nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(@) a3/

(b) istnieje m € N, ze M, € R dlan > m oraz nh_'nolo M, =0.

Dowéd. Ad. (a)=(b) Poniewaz f, =% f, wiec istnieje m € N, ze dla kazdego n > m
oraz ¥ € X mamy |f,(z) — f(z)| < 1. Zatem 0 < M,, < 1, a wiec M,, € Rdlan > m.

Wezmy dowolne € > 0. Woéwczas, wobec (a), istnieje N > m takie, ze dla n > N
oraz ¥ € X zachodzi |f.(z) — f(x)| < 5. Stad i z okreslenia M, dla n > N mamy
|M,, — 0| = M,, < § < . To daje, ze TLango M =10

Ad. (b)=(a) Wezmy dowolne ¢ > 0. Wowezas, wobec (b), istnieje N > m, zc dla
n > N zachodzi M, < e. Poniewaz z okreSlenia M, dostajemy, ze dla x € X zachodzi
|fa(z) — f(z)] < M,, wigc dlan > N oraz z € X mamy |f,(z) — f(z)| < €. To daje
jednostajng zbieznod¢ ciagu (f,)2>,; do funkeji f. a

Twierdzenie 8.2.9. (warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej ciggu funk-
cyjnego). Niech (f,)%, bedzie ciggiem funkcyjnym, gdzie f, : X — R dla n € N. Wow-
czas cigg (fn)i2, jest jednostajnie zbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia nastepujgcy
warunek Cauchy’ego:

(8.1) Ve>0 INEr Vnisn Vaex |fn(z) — filz)] < e.

Dowdéd. Zalézmy najpierw, ze ciag (f,):>; jest jednostajnie zbiezny, powiedzmy do
funkeji f : X — R. Wezmy dowolne £ > 0. Wtedy istnieje N € R, ze dlan > N oraz
z € X mamy |f,(z) — f(z)| < §. Zatem dla kazdych n,! > N oraz x € X mamy
E J—
=

™

[fa(@) = fi(@)] < |fula) = f(@)] + | f(2) = filz)| < g +

To daje, ze ciag (f,)52, spelnia warunek Cauchy’ego (8.1).

Zalozmy teraz, ze ciag (fn)o2, spelnia warunek Cauchy’ego (8.1). Wéwcezas dla kaz-
dego = € X ciag liczbowy (f,(x))>, spelnia warunek Cauchy’ego. Zatem na podstawie
twierdzenia Cauchy’ego 4.7.3 dla kazdego z € X istnieje skoniczona granica Jim Fol®)-
Oznaczajac te granice przez f(x) dla x € X mamy okreslong funkcje f : X - R do ktorej
jest zbiezny ciag (f,)5<;.

Pokazemy, ze f, = f. Wezmy dowolne ¢ > 0. W my#l (8.1) istnieje N € R, ze dla
n,l > N oraz z € X zachodzi |f,(z) — fi(z)| < §. Zatem przechodzac do granicy przy
I — oo dostajemy, ze dla n > N oraz x € X zachodzi |fn(z) — f(z)| < § < . To daje
a3 1. 0
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ZADANIA

Zadanie 8.2.1. Niech (f,)22, (9.)2%, bedq ciggami funkcyjnymi, gdzie fn, g, : X — R
dlan € N. Niech f, =3 f, g = g, gdzie f,g: X — R. Wéwczas jesli istniejg M, K € R,
M, K >0 ze |gn(z)| > M, |f(z)| < K dlax € X orazn €N, to &2 = L.

8.3 Jednostajna zbiezno$é¢ szeregu funkcyjnego

Deﬁmqa jednostajnej zbieznosci szeregu funkcyjnego. Méwimy, ze szereg funk-
cyjny Z fn, gdzie f, : X — R dla n € N, jest jednostajnie zbieiny, gdy cigg sum
czesmowych tego szeregu jest jednostajnie zbiezny.

Bezposrednio z definicji dostajemy nastepujaca whasnosé.
Wiasnos¢ 8.3.1. Kazdy szereg funkcyjny zbiezny jednostajnie jest zbiezny.

Z wlasnosci 8.2.4 i 8.2.7 dostajemy natychmiast

Wiasnosé 8.3.2. Niech szeregi S fu i > gn beda zbieine jednostajnie, przy czym
n=1 n=1
(fn)22y, (gn)2, C RX. Wowczas
(a) szeregi - (fu+ gn), X (fa — gn) Sg zbiezne jednostagnie.
n=1

n=1

o0
(b) jesli funkcja g : X — R jest ograniczona, to szereg S f.g jest zbiezny Jjednostajnie.
n=1

Z warunku Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej ciagu funkcyjnego 8.2.9 dostajemy

Twierdzenie 8.3.3. (warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej szeregu funk-
cyjnego). Niech (f,);=, C RX bedzie ciggiem funkcyjnym. Wéwczas szereg Z fn gest
Jednostagnie zbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia nastepujocy warunek Cauchy ego:

A

n=l

(8.2) Ves0 INer Yimzis N Veex

Udowodnimy kryterium Weierstrassa jednostajnej zbieznosci szeregu funkeyjnego

Twierdzenie 8.3.4. (kryterium Weierstrassa jednostajnej zbieznosci szeregu
funkcyjnego). Niech (f,)32, C RY bedzie ciggiem funkcyjnym. Jesli istnieje cigg licz-
bowy (M, )nA1 taki, ze dla kazdego n € N zachodzi |fo(z)] < M, dla x € X oraz szereg

liczbowy E M, jest zbieiny, to szereg Z fn jest jednostagnie zbiezny.
n=1

Dowéd. Pokazemy, ze szereg § Jn spetnia warunek Cauchy’ego (8.2). Istotnie, wez-

n=1

my dowolne € > 0. Poniewaz szereg hczbowyz M, jest zbiezny, wiec z twierdzenia

n=1
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Cauchy’ego 5.1.6, istnieje N € R, ze dla kazdych m >

ROZDZIAL 8. CIAGI I SZEREGI FUNKCY.JJNE

Zatem dla kazdego m > 1 > N oraz x € X mamy
v+ fmlz)] <

To daje, ze szereg § /n spelnia warunek Cauchy’ego (8.2). Stad i z twierdzenia 8.3.3
n=1

|filz) +

dostajemy teze.

Uwaga 8. 3 5.

szereg Z

1)

|fulz)] + -

(@) < My +

trudu) lecz dla z € (0,1], szereg ten nie jest zbieiny bezwzglednie.
Udowodnimy kryterium.Abela jednostajnej.zbieznosci szeregu funkcyjnego.

Twierdzenie 8.3.6. (kryterium Abela jednostajnej zbieznosci szeregu funkcyj-
nego). Niech (fn)nZ,, (9n)i2; C RX bedq ciggami funkcyjnymi. Jesli
(i) istnieje M € R, M > 0, ze dla kazdego n € N oraz x € X zachodzi |falz)] € M,
(ii) dla kazdego x € X cigg (f,(x))3>, jest malejgcy,

o)
(iii) szereg Z gn jest jednostajnie zbiezny,

to szereq Z Sfngn jest 7bze7ny ]ednostajme

n~1

> N mamy [M;+ ---+ M,| < e.

-+ M, <e.

: Jest w przedziale [0,1] zbiezny jednostajnie (co czytelmk sprawdzi bez

Dowéd. Wezmy dowolne e > 0. Poniewaz, wobec (iii), szereg Z gn jest zbiczny jedno-

stajnie, wigc z warunku Cauchy’ego 8.3.3 istnieje N E N ze dla kazdego
m > 1> N oraz x € X zachodzi

Ustalmy [ >

mamy

(8.3)

2> N. Zatem, oznaczajac

:i_l gi(x)

|4n ()] <

dla

€
AM

4/\[

r € X, n=1l1+1,..,

dla n=1Il+1,..

Stosujac przeksztalcenie Abela (patrz dowéd kryterium Dirichleta 5.4. 1) i uwzglednia-
jac (8.3), (i) oraz (ii) dla m > [ oraz x € X dostajemy

£ o

gn(i)

<

N

i

—

T lhde)
mrfilz) -

n(@)(fa(z) —
(@)[|fn(x)

fn+1( ))+ 4m('L)fm( )

il fm(2)] <

M+

= a1 (@) + [Am(@)[| frm ()]

= far1(2)) + g7l fm(2)]
i fm() +

M F M e

Y
i
[
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Dla m = [ za§ mamy

= |fillg] < Mm R

&

Reasumujac szereg Y- f,g, spetnia warunek Cauchyego zbieznoéci jednostajnej szeregow
n=k

8.3.3, wigc jest to szereg zbiezny jednostajnie. To konczy dowdd. ]

Powtarzajac dow6d kryterium Dirichleta zbieznoéci szeregu liczbowego 5.4.1 dostaje-
my

Twierdzenie 8.3.7. (kryterium Dirichleta jednostajnej zbieznosci szeregu funk-
cyjnego). Niech (f,)io, (gn)2; C RX bedg ciggami funkcyjnymi. Jesli
(i) istnieje M € R, ze dla kazdego m € N oraz v € X zachodzi | 3. fu(z)| < M,
n=1
(ii) dla kazdego x € X cigg (gn(x))2, jest malejgcy,

(iii) Cigg (gn)n, jest jednostagnie zbieiny do funkcji tozsamosciowo réwnej zeru,

to szereg Z fngn jest zbieiny jednostajnie.
n=1

8.4 Zbieznos¢ jednostajna a cigglosé

Twierdzenie 8.4.1. Niech cigg funkcyjny (f,)32, C RX, gdzie X C R, bedzie zbieiny
Jednostagnie do funkcji f : X — R. Jesli wszystkie funkcje f,, n € N, sq ciggle w punkcie
xo € X, to [ jest funkcjq ciggly w punkcie .

Dowdéd. Wezmy dowolne £ > 0. Poniewaz f, = f, wigc istnieje N € N, ze dla kazdego
n 2 N oraz ¥ € X zachodzi |f,(z) — f(z)| < . W szczegdlnosci dla n = N mamy

(8.4) Ifn(z) — f(z)| < % da 7€ X.

Poniewaz fy jest funkcjg ciagla, wige istnieje d > 0, ze dla kazdego z € X takiego, ze
|z — 20| < 6 mamy

(85) (@) = flao)l < 5.

Reasumujac z (8.4) i (8.5) dla kazdego = € X takiego, ze |z — zo| < § mamy

[f(2) = Flzo)l < |f(2) — fn(@)| + | fn (@) = Fn(@o)| + | (@o) — f(zo)| < = + 3t §

C.

To daje ciagtosé¢ funkcji f w punkcie . a

Z twierdzenia 8.4.1 dostajemy natychmiast

Twierdzenie 8.4.2. Jesli cigg (f,)22, C RX, gdzie X C R, funkcji cigglych jest zbiezny
Jednostagnie do funkcji f : X — R, to f jest funkcjg cigglg.
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Analogicznie jak twierdzenia 8.4.1 dowodzimy

Twierdzenie 8.4.3. Jesli cigg (f,)32, C R¥, gdzie X C R, funkcji jednostajnie cigglych
Jest zbiezny jednostajnie do funkcji f : X — R, to f jest funkcjq jednostajnie ciggly.

Z twierdzenia 8.4.1 dostajemy

Twierdzenie 8.4.4. Niech (f,)22, C RX, gdzie X C R, bedzie ciggiem funkeyjnym
zbieznym jednostajnie do funkcji f : X — R. Niech xq bedzie punktem skupienia zbioru X

n=1

az dla kazdego n € N istnieje skoriczona granica a,, = lim fa(x). Wéwezas cigg (a,)
—I0
jest zbiezny, funkcja f ma granice skoriczong w punkcie xo oraz

lim f(z) =lim a, /(%)

T—ITo n—o0

- S

Dowéd. Dla n € N okredlmy funkcje h, : X U {zo} — R wzorami h,(z) = f.(z)
dla v € X \ {xo} oraz h,(7o) = a,. Wtedy z zalozenia, ze a,, = hm fn(z) dostajemy, ze

funkcje h, sa cigglte w punkcie z.

Pokazemy, ze ciag funkcyjny (h,)22, jest jednostajnie zbiezny. Istotnie, wezmy dowolne
€ > 0. Poniewaz ciag (f,)52, jest jednostajnie zbiezny, wiec z warunku Cauchy’ego zbiez-
nosci jednostajnej ciagu funkcyjnego 8.2.9 dostajemy, ze istnieje N € R, ze dla kazdych
m,l > N oraz ¢ € X zachodzi

e

(@) = fia)] < 5.

Przechodzac w powyzszej nieréwnoéci do granicy przy =z — dostajemy
|han(20) — hi(0)] < 5 < e dlam,l > N. Stad mamy

|hm(z) — ly(2)] < & dla z€ XU{xo}, m,l>N.

Zatem z twicrdzenia 8.2.9 dostajemy jednostajna zbieznosé ciagu (hn)22 ;. W szczegblnosci
ciag (a,)s>, jest zbiezny. Niech a =lim a,.

Okreslmy funkeje h : X U {20} — R wzorami h(z) = f(z) dla z € X \ {x,} oraz
h(zo) = a. Wowczas ciag (h,)32, jest zbiezny do h. Poniewaz ciag ten jest jednostajnie
zbiezny, wigc jest on jednostajnie zbiezny do h. W konsekwencji z twierdzenia 8.4.1 wynika
ciggtos¢ funkeji h w punkcie zy. Ponadto

lim f(z)=1lim h{z) = h{zo) =e.

T—T0 Tr—xo
To konczy dowdd. O

Z twierdzenia 8.4.1 dostajemy

Whiosek 8.4.5. Jesli szereg funkcyjny Z [, gdzie (f2)2, C RX, X C R, jest jedno-

stagnie zbiezny i wszystkie funkcje f,, n e N sq ciggle w punkcie o € X, to suma tego
szeregu jest funkcjq ciggle w punkcie xy.

linaczej lim (lim f,(z)) = lim ( lim Falz)):

—T0
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o0
Dowéd. Istotnie. sumy czgsciowe szeregu Y. f, sa funkcjami cigglymi w punkcic
1

Zo, jako sumy skoniczonej ilosci funkcji ci@g}ychn\__ﬂ punkcie xy. Zatem z twierdzenia 8.4.1
dostajemy teze. O

7 wniosku 8.4.5 dostajemy

Whiosek 8.4.6. Jesli szereg funkcyjny Z fn, gdzie (f,)2, C RX, X C R, jest jedno-

stagnie zbiezny i wszystkie funkcje fn, n E N sq ciggle, to suma tego szeregu jest funkcjg
cigglq.

Wobec faktu, ze suma funkeji jednostajnie ciaglych jest jednostajnie ciggla, z twier-
dzenia 8.4.3 dostajemy

Whiosek 8.4.7. Jesli szereg funkcyjny Z fn, gdzie (fn)2, C RX, X C R, jest jedno-

stagnie zbiezny i wszystkie funkcje f,, n e N sq jednostagnie ciggle, to suma tego szerequ
Jjest funkcjg jednostajnie cigglq.

8.5 Zbieznos$¢ jednostajna a rézniczkowalno$é

Twierdzenie 8.5.1. Niech (f,)2, bedzie ciggiem funkcji rézniczkowalnych na przedziale
la,b]. Jesli cigg (f), jest ]ednostajme zbiezny (na [a,b]) oraz dla pewnego zo € |a, b
cigg (fn(0))2, jest zbiezny, to

(a) cigg (fn)5, jest jednostajnie zbieiny do pewnej funkcji réiniczkowalne; f - [a, b — R,
(b) f’ :nh—>nolo fn, to znaczy f'(z) :JLII(}O fi(z) dla z € [a,b)].

Dowéd. Poniewaz ciag (f)52, jest zbiezny jednostajnie oraz ciag (f,(x0))32, jest
zbiezny, wigc z warunku Cauchy’ego dostajemy, ze dla kazdego € > 0 istnieje N, € R, ze

(8.6) |fm(2) = fi(2)] <

dla kazdych m,l> N. oraz x € |a,b],

(8.7) | fm(z0) — fi(zo)] < dla kazdych m,l > N..

b | (™

Pokazemy, ze ciag (f.);2, jest zbiezny jednostajnie w [a, b]. Istotnie, wystarczy poka-
zac, ze ciag ten spetnia warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej. Wezmy wiec dowolne
e > 0 1iniech N = N.. Zauwazmy, ze

(8.8) |fm(z) — filz)| <e  dlakazdych m,l> N oraz z € [a,b].

Istotnie, niech m,l > N. Dla z = z (8.8) wynika z (8.7). Dla z € [a, b]\ {zo} z twicrdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej 7.3.7 istnieje ¢ lezacy miedzy z i o, ze

(fm(2) = filx)) = (fm(x0) = fi(@0)) = (fm(c) = fi(e)) (@ = o).
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wiec z (8.6),
€

(@) = fi@) = fon(a0) + filzo)| < g—os

&

Stad i z (8.7) mamy
@) = Fi@)| < m(@) = fulz) = Fu(o) + ulwo)| + | fnl0) = fiwo)| < 5+ 5 = <.

To daje (8.8). Z dowolnoci € > 0 oraz z (8.8) wynika, ze ciag (f,)°, spelia warunek
Cauchy’ego zbieznoéci jednostajnej ciagéw funkeyjnych, wiec z twierdzenia 8.2.9 jest to
ciag zbiezny jednostajnie. Niech wige f : [a, b — R bedzie granica ciagu (f,)°,.

Pokazemy teraz, ze

(8.9) f'(z) = lim fr(z) dla z € [a,b)].
Istotnie, wezmy dowolny z; € [a,b] i rozwazmy ilorazy réznicowe
fn(x) _fn(xl) f(l') _f(xl)
= —-— — ‘ﬁ‘ P ) N-
oule) = I, ) LD ZI@) g g, e
Z okredlenia funkcji f dostajemy, ze
(8.10) lim o, (z) = ¢(z) dla z € [a,b]\ {z:1}.

Ponadto z zatozenia o rézniczkowalnosci funkeji f, dla n € N mamy

(8.11) lim ¢,(z) = f.(z1) dla neN.

Ir—x)

Pokazemy, ze ciag (¢n):2, jest zbiezny jednostajnie. Istotnie, wezmy dowolne n > 0 i

niech € > 0 bedzie takie, ze
€

2(b—a)
Niech N = N,, gdzie N, jest dobrane na poczatku dowodu tak, ze zachodzi (8.6). Niech
m,l > N. Wéwczas, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej, dla dowolnego = €
[a,b] \ {x,} istnieje ¢ lezacy miedzy = i 7, taki, ze

(@) = fi(®) = fm(@1) + fil@)] = | £ () = fi(0)lle — 2] <

<)

€
Q(b‘—a)lx_xll < |z — x|,
wiec

= fm(@) = fix) = fm(m1) + fila1) cME—m| )

T — T, lv — 1|

|om(z) — pi(2)

To daje, ze ciag (pn);, spetia warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej ciggu funk-
cyjnego i w konsekwencji jest to ciag jednostajnie zbiezny. To, wraz z (8.10) daje, ze cigg
(n)p2; jest jednostajnie zbiezny do . Stad, wobec (8.11), mamy spetnione wszystkie
zalozenia twierdzenia 8.4.4. Zatem istnieje skoriczona granica JLH&O f1(xq) oraz

f(m) =lim o(z) =lim _f,(z1).

To daje, ze funkcja f jest rézniczkowalna oraz zachodzi (b). W konsekwencji, wobec
jednostajnej zbieznodci ciagu (f,)22; do f, mamy (a). To koticzy dowéd. O



MC.

oC
(3°)  szereg pochodnych Z I1(x) jest jednostajnie zbiesny do sumy g(z) w (a,b).

n=0

(2°)  f. sa rézniczkowalne w (a,b),

Wtedy
oC
(a)  szereg Z fu(x) jest jednostajnie zbiezny w (a, b)

n—=0

o0
(b)  funkcja f(x) = Z fn(x) jest rézniczkowalna w (a,b),

n=0

(¢c) f'(x)=g(x) dlaz € (a.b), czyli [Z f,,(;r)} =Y filz).
n=0 n=0

Calkowanie ciagéw i szeregéw funkcyjnych.

W ponizszym paragrafie sformutujemy twierdzenie. ktére odpowiada nam na pytanie,
b
kiedy mozna dokonac przejscia do granicy pod znakiem calki tj. kiedy lim / Su(x)da =
n—>roC
b “
/ lim f,(x)dz, o ile funkcje f, sa ciagle w < a.b >
n-—>00

a
i skonczona granica f(z) = lim f,(z) istnieje dla kazdego x €< a,b >.
n-—o0

Twierdzenie 18.6. (o catkowaniu ciagow funkcyjnych). Jezeli ciag (f,) funkcji
ciaglych w < a,b > jest zbiezny jednostajnie w < a,b >, to

n—o0

b b
lim / f,,(.‘l?)d.‘l':/ lgn fnl(z)dz.

Dowéd.

Niech f(x) = lim f,(x)dz. Na podstawie twierdzenia o ciagloéci granicy, funkcja
n—o0
f jest tez ciagla w < a,b >.
Obierzmy dowolne ¢ > 0. Poniewaz (f,) jest ciagiem zbieznym jednostajnie do funkcji
f wiec istnieje taki wskaznik N, niezalezny od z, ze | f,(z) — f(z) |< bf_a dlan>N
ix €< a,b>. Stad na mocy wlasnosci catek oznaczonych mamy:

/ﬂb folz)dr — /ub f(x)dx

b b =
<[ 1@ 1@ s [ 5

288
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de=¢, dla n>N.



Zatem

/\76 .
b b
nli—{lic/ f,,(:z:)dz:/ f(x)da

Twierdzenie 18.7. (o calkowaniu szeregéw funkcyjnych). Jezeli szereg Z fole)

n=0
funkcji f,, ciaglych w < a,b > jest jednostajnie zbieiny w < a,b >, to

Z/ fulz d”‘/ qu(-’l?)(l.'r.

n=0 n=0

Dowod.

Wykorzystujac poprzednie twierdzenie do ciagu sun czesciowych szeregu
sp(x) = fo(x) + fi(z) + ...+ fu(x) otrzymujemy

b oc b n hb n
/ Zf,, Ydx :/ lun Zf,, Ydz= hm / Z_ﬁ Yda: =
G n=0 a "0 e k=0
— ,,hi’;z z)dr = Z f,, )da: .

=0V e n=0*%

Zadania.

Zadanie 1.
Zbadac zbieznos¢ ciagu funkcyjnego (f,) o n-tym wyrazie:

(@) fule) = 72—

(b) fn(w) = I__H%'Z?? )

@ s =g

(d)  fa(z) =2nsin ‘,’,
Zadanie 2.
Wykazac¢ jednostajna zbieznos¢ ciagu funkcyjnego (f,,) o n-tym wyrazie:
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